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Chapter 1

Introduzione

1.1 Descrivere un linguaggio

Un linguaggi viene descritto attraverso tre elementi:

« La sintassi che sono le regole che ci dicono quando una frase € corretta.

« La semantica che assegna un significato a ogni frase corretta.

« La pragmatica (o "buon senso”) che definisce come frasi corrette e di senso compiute vengono utilizzate.
Inoltre se un linguaggio ¢ un linguaggi eseguibile va data anche una sua implementazione che esprime come

eseguire una frase corretta rispettando la semantica.

1.1.1 Sintassi
La sintassi si divide inoltre in due sotto-aspetti:

« Aspetto lessicale che € la descrizione del lessico (parole) che si puo usare. Questo puo essere immagazz-
inato in un dizionario o una struttura dati.

« Aspetto grammaticale che é la descrizione di come si puo mettere insieme il lessico per creare frasi
corrette. Si puo implementare attraverso regole grammaticali (finite) e ci6 generano un numero infinito di
frasi possibili.

Quindi avremo che l'alfabeto € 'insieme di caratteri del linguaggio, il lessico I'insieme di sequenze finite
(parole) e le frasi sono degli insiemi di lessico.
1.1.2 Semantica
Per poter descrivere la semantica ho bisogno di:
« Un dizionario che descriva la semantica di ogni lessico.

« Per le frasi devo sapere il linguaggio di appartenenza, un linguaggio in cui descrivere il significato della
frase (ad esempio devo dare la semantica di una frase inglese ad un italiano la posso dare in italiano perché
non deve essere spiegato).

1.1.3 Implementazione

L’implementazione di un linguaggio eseguito € I’esecuzione di una frase sintatticamente corretta rispettandone
la semantica.
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1.2 Linguaggio formale

Prima di poter definire cosa sia un linguaggio formale dobbiamo definire due elementi:
« Un alfabeto A che € un insieme finito di elementi detti simboli.
« Una parola su alfabeto A che ¢ una sequenza finita di simboli in A.

Possiamo quindi dire che un linguaggio formale L su alfabeto A € un insieme di parole su A. Definendo inoltre

un insieme A* come:
A = U A" dove: A% = {e} e ATl = A . A"
n>0

dove l'operazione - ¢ definita come: A-A" ={aw |a € Aew € A"}

avremo che un linguaggio formale L su alfabeto A & un sottoinsieme di A* (cioé L C A*). Notiamo che I'insieme
A* & un insieme infinito contabile (cioé possiamo enumerarlo).

1.2.1 Operazioni e definizioni aggiuntive
Altre definizioni e operazioni importanti per questo corso:

+ Lunghezza di una parola. Definita in modo induttivo come:

lef =0 Jaw| =1+ [w|

« Concatenazione di due parole z e y ¢€ la stringa w ottenuta giustapponendo x a y. Valgono le seguenti
leggi della concatenazione:

- Associativita z(yz) = (zy)z.

— Elemento neutro ze = x = ex.
« Sottostringa. La definizione di sottostringa ¢ la seguente:
v si dice sottostringa di w < Jz,y € A* tale che w = zvy

Notiamo che ogni stringa e sottostringa di se stesso e che la stringa € € sottostringa di ogni stringa.

- Suffisso e prefisso una stringa v si dice suffisso di w se e solo se 3x € A* tale che w = v, nel caso in
cui v sia posta prima di x si dice prefisso.

« Potenza n-esima di una stringa w € definita come:
w® = ¢ w' = wu™ Vn >0

¢’ definita come la concatenazione di w n volte (es: w = ab allora w® = ababab).

1.2.2 Operazioni su linguaggi
Ci sono diverse possibili operazioni applicabile ad un linguaggi L:
« Complemento definito come L = {w € A* |w ¢ L} = A*\ L
« Unione e intersezione definiti come:
LiULy={w|wé€ L Vw € Ly}
Linly={w|wé&€ L Aw € Ly}
« Concatenazione definita come:
Ly Lo = {wjwy | w1 € L1 Awg € Lo}

cioe ogni parola del nuovo linguaggio deve essere composta da una parola del primo seguita da una del
secondo.
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« Prodotto cartesiano definito come:

L1 X LQ = {(wl,wg) |U}1 S L1 N wy € LQ}

Notiamo che non € sempre vero che L1 - Lo = Ly X Lo poiché nel caso della concatenazione valgono anche
le regole della concatenazione, in particolare z-€ = x # (x, €) e anche per il fatto che nella concatenazione
due stringhe uguali vengono contante come una, nelle prodotto cartesiano no.

« Potenza di un linguaggio ¢ definita come:

LO={e L""'=L.-L" V¥n>0

« Stella di Kleene o chiusura definita come:

L* = U L" (chiusura) Lt = U L™  (chiusura positiva)
n>0 n>1

1.2.3 Rappresentazione finita dei linguaggi

Se abbiamo che L é infinito come viene rappresentato? Non possiamo memorizzare ogni singola stringa
del linguaggio visto che ¢ infinito, ma quello che possiamo fare e trovare una rappresentazione finita per
rappresentarlo. Possiamo fare cio in due modi:

« In modo generativo in cui il linguaggio € 'insieme delle stringhe generate da una struttura finita,
la grammatica.

+ In modo riconoscitivo in cui il linguaggio ¢ I'insieme delle stringhe riconosciute da una struttura
finita detta automa.
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Chapter 2

Grammatica

Esistono varie classi di grammatiche: regolari, libere (dal contesto), dipendenti dal contesto, monotone o
generali. Tutte queste alla fine seguono lo stesso pattern, ma si differenziano solo per la caratterizzazione
delle produzioni

( 3

Definizione grammatiche libere: Una grammatica libera da contesto é definita come una quadrupla del
tipo (NT, N, R, S) dove:

« NT é un insieme finito di simboli non terminali, di solito indicati con lettere maiuscole.
« T ¢ un insieme finito di simboli terminali.
« S € NT e detto simbolo iniziale.

« R é un insieme finito di produzione tutti con la seguente forma:

V—ow doveVeNTewe(TUNT)

2.1 Derivazioni

Esistono vari tipi di derivazione, le piu importanti sono la rightmost e la leftmost:
+ Rightmost in cui ad ogni passo si riscrive il non terminale pit a destra.
+ Leftmost in cui ad ogni passo si riscrive il non terminale pit a sinistra.

 Ne esistono ulteriori.(DA AGGIUNGERE)

Definizione derivazione immediata: Data una grammatica libera da contesto G = (NT, N, R, S) di-
ciamo che dav € (T U NT)* si deriva immediatamente w € (T U NT)* e lo denotiamo con v = w,
se:
v=xAy (A—=z2)eR w=uzxzy
v=w

conz,y,z € (TUNT)*

Definizione derivazione in n passi: Diciamo che dav si deriva in n passi w e lo denotiamo conv =" w
se esiste una sequenza finita di derivazioni immediate: v = wy = w1 = ... = w, cioé:

v=*w o w=z

Riflessivita
( lﬂ e ) v =%z

(Transivita)

v=>%v

2.1.1 Alberi di derivazione
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( 3
Definizione albero di derivazione: Data una grammatica liberaG = (NT,T, S, R) un albero di derivazione
(o di parsing) € un albero ordinato in cui:
« La radice ¢ etichettata con S (il simbolo iniziale).

« Ogni nodo é etichettato con un simbolo in NT U {e} U T. Notiamo pero che:

— Ogni nodo interno é etichettato con un simbolo in N'T'.

— Se un nodo ha etichetta A € NT, i suoi figli in ordine sono my, ..., my, con etichetta 1, ...,Tx €
NTUT allora (A — x1...x3) € R (cioé  una produzione della grammatica). Ci cioé sta dicendo
che il legame fra nodo padre e nodi figlio e dato dalle regole della grammatica.

— Se un nodo ha etichetta € allora é una foglia, ¢ figlio unico e, detto A suo padre, (A — €) € R. Se
non fosse cosi potrebbero essere ammesse produzioni del tipo A — (NT UT)e(NT UT), ma non
ha senso avere € in mezzo.

- Se ogni nodo foglia é etichettato con T' U {€} allora I'albero corrisponde ad una derivazione

completa.
N )

Questi alberi forniscono informazioni semantiche come I'ordine delle operazioni. Ognuno di questi alberi di
derivazione riassume tante derivazioni diverse ma equivalenti che generano lo stesso albero (ad esempio
la leftmost e la rightmost).

Teorema appartenenza al linguaggio di una stringa: Una stringa w € T* appartiene a L(G) se e solo
se ammette un albero di derivazione completo in cui le foglie, lette da sinistra verso destra, diano la stringa w.

2.1.2 Alberi sintattici

Da l'albero di derivazione posso poi ricavare un albero sintattico che é I'albero di derivazione senza i nodi
interni, e quindi composto solo da simboli terminali. Nel caso di una espressione si otterra che i nodi interni
sono gli operatori e le foglie gli operandi.

2.1.3 Ambiguita

( )

Definizione grammatica ambigua: Una grammatica libera G é ambigua se 3w € L(G) che ammette piu
di un albero di derivazione.

Definizione linguaggio ambigua: Un linguaggio L é ambiguo se e solo se tutte le grammatiche G, tali che
L(G) = L, sono ambigue.

Esempio 2.1.1 (linguaggio ambiguo). Consideriamo i linguaggi L; = {a"b"c¢™d™ | n,m > 1} e Ly =
{a™b™c™d™ | m,m > 1} tutti e due liberi e non ambigui, consideriamo inoltre il linguaggio L = Ly U Lo.
Possiamo dire sicuramente che L é ambiguo visto che per ogni stringa del tipo w = a™b"c"d" (notiamo che
w € L ew € Ly N La) possiamo scrivere w con due derivazioni, quella con la grammatica di L, e quella con

la grammatica di L.
(& S/

Una grammatica che é ambigua ¢é inutilizzabile perché la semantica di ogni stringa non € unica visto
che ci posso essere piu alberi semantici associata ad essa con semantiche diverse. E’ per questo che si cerca
sempre grammatiche non ambigue e, nel caso lo fossero, si cerca di eliminare 'ambiguita. Puo succedere che
delle grammatiche ambigue non possano essere disambiguate, in questo caso il linguaggio generato da queste e
sempre ambiguo.

Notiamo inoltre che I’ambiguita non dipende dal tipo di derivazione.
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Esempio 2.1.2 (Rimuovere ’ambiguita). Consideriamo la grammatica:
S—=alblc|S+S5|5-S

questa grammatica ¢ ambigua, cio deriva da due motivi: non c’é¢ nessuna regola di precedenza fra opera-
tori, associativita degli operatori. Per risolvere cio possiamo costruire una nuova grammatica per lo stesso
linguaggio:

E—-E+T|T

T—-AT|A
A—alb|c]|(E)
con questa nuova grammatica abbiamo che il - ha precedenza rispetto al + percheé é piu interno nell’albero
generato. Nel albero semantico finale le parentesi saranno poi rimosse perché sono solo zucchero sintattico.
Da quest’ultimo esempio notiamo quindi che ci sono due tipi di sintassi:

« La sintassi concreta che é la grammatica non ambigua che fa uso di zucchero sintattico (le parentesi ad
esempio). Questo € quello che viene dato al compilatore.

- La sintassi astratta che € una grammatica semplice senza zucchero sintattico ma ambigua, dall’albero di
derivazione quando estraiamo l’albero sintattico sara sotto forma di sintassi astratta.
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Chapter 3

Vincoli sintattici contestuali

I vincoli sintattici contestuali sono vincoli sintattici che non sono esprimibili per mezzo di grammatiche
libere (o BNF) perché non in grado di descrivere vincoli che dipendono dal contesto.

Esempio 3.0.1 (Vincoli sintattici contestuali). Un paio di esempi di questi vincoli possono essere:

« Una variabile che deve essere dichiarata prima di poterla usare.

« Compatibilita di tipo in un assegnamento, x = e sia x sia e devono avere lo stesso tipo.

Questi vincoli, nonostante appartengano alla sintassi, vengono detti di semantica statica poicheé si segue la
visione in cui la sintassi riguarda solo cio descrivibile con BNF.

Definizione semantica statica: Per semantica statica indichiamo I'insieme dei controlli che possono essere
eseguiti sul testo del programma, senza quindi eseguirlo.

Quali possono essere le soluzioni? troviamo due alternative:

« Usare grammatiche dipendenti dal contesto, il problema di cio € che € poco pratico visto che verificare
se w € L(G) dove G ¢ una grammatica contestuale € esponenziale rispetto a |w|.

« Usare controlli ad hoc, in particolare questo viene fatto nei compilatori nella fase di analisi semantica.

3.1 Semantica dinamica

Definizione semantica dinamica: Per semantica dinamica intendiamo una rappresentazione formale
dell’esecuzione del programma, cio puo mostrare errori “dinamici”. Con rappresentazione formale dell’esecuzione
si intende un modello matematico che descrive, indipendentemente dall’architettura, il comportamento del pro-
gramma

Esempio 3.1.1 (Semantica dinamica). Supponiamo di voler rappresentare una possibile semantica dinam-
ica dell’espressione:
rzi=x+1

Un possibile modo per realizzare cio é tramite il modello a grafo:

<m::x+17a>_>g[0(33)+1}

X

cio indica che valuto il comando x := x + 1 utilizzando lo store o, il risultato di cio (— ) é uno store aggiornato
in cui a x associo il valore o(x) + 1.

13



14 CHAPTER 3. VINCOLI SINTATTICI CONTESTUALI

Esempio 3.1.2 (Errori dinamica). Supponiamo di aver del codice di questo tipo:
int A, B;
read(A);
B:=10/A

Non possiamo dire se sono presenti errori fino alla esecuzione, visto che la condizione di errore dipende da un
input in fase di esecuzione.




Chapter 4

Struttura di un compilatore

programma sorgente

generazione tabella

\ 4
A

analisi lessicale

lista di token
aggiunta attributi
» analisi sintattica [«
albero di derivazione
type checking
» analisi semantica [«
albero di derivazione aumentato
\ 4 \ 4
gestore degli errori generazione forma intermedia |« »| tabella dei simboli
A
forma intermedia

A

ottimizzazione

forma intermedia ottimizzata

A

generazione della coda

codice oggetto

Notiamo quindi come un compilatore non sia composto da una unica fase che “fa tutto” ma sia diviso in
tante fasi diverse ognuna che risolve un problema specifico. Nel caso in cui le prime tre fasi rilevino errori non
bloccano la compilazione ma generano un opportuno messaggio d’errore, gestito poi dal gestore degli errori.

4.0.1 Analisi lessicale (scanner)

L’analisi lessicale, effettuata dallo scanner, si occupa di spezzare il programma sorgente in token, cioe in
componenti sintattici primitivi. Questi token possono essere di vario tipo come: identificatori, numeri, operatori,
parentesi e parole riservate. Lo scanner si occupa solo di controllare che il lessico sia ammissibile (evitare
la presenza di simboli strani), e di riempire parzialmente la tabella dei simboli.

15
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4.0.2 Analisi sintattica (parser)

L’analisi sintattica, effettuata dal parser, si occupa di generare ’albero di derivazione del programma par-
tendo dalla lista di token generata dallo scanner. Si occupa inoltre di riconoscere eventuali errori sintattici.

Esempio 4.0.1 (Errore sintattico). Un esempio di errore sintattico potrebbe essere un’espressione del tipo:

(a(++b)))

In quest’espressione troviamo due errori: il numero di parentesi che non é bilanciato e l'operatore + che non ha
un argomento sinistro.

4.0.3 Analisi semantica

L’analisi semantica si occupa di eseguire controlli di semantica statici per rilevare eventuali errori (ad es-
empio verifica se i tipi sono corretti in un assegnamento). Inoltre arricchisce I’albero di derivazione con
informazioni sui tipi.

4.0.4 Generazione della forma intermedia

Da questa fase in poi il compilatore non si occupera piu di rilevare errori. Questa fase si occupa di generare
codice scritto in un linguaggio intermedio, facilmente traducibile nel linguaggio macchina di varie macchine
e indipendente dall’architettura. Segue il principio easy to produce - easy to translate ed utilizza operazioni
molto semplici, tipicamente delle three-address code. Per generare questo codice intermedio viene seguita la
struttura dell’albero sintattico.

Esempio 4.0.2 (Generazione codice). Supponiamo di avere un albero di derivazione ricavato da un espres-
sione del tipo x := a + b come il seguente:

x 4+
a b
da qua ogni operazione verra scritta come un’operazione a se stante, generando il seguente codice:

temp, :==a+b

T = lemp;

4.0.5 Ottimizzazione

In questa fase si effettuano delle ottimizzazioni sul codice intermedio per renderlo piu efficiente come:
« Rimozione del codice inutile.
« Espansione in linea di chiamate di funzioni.

« Mettere fuori da cicli espressioni che non cambiano.

4.0.6 Generazione del codice
In questa fase viene generato codice specifico per un architettura, andando magari ad aggiungere ottimiz-
zazioni possibili su quella architettura (posso ad esempio usare i registri per ottimizzare i tempi).

4.0.7 Tabella dei simboli

Questa tabella memorizza informazioni sui nomi presenti nel programma, questi nomi possono essere associati
ad identificatori di variabili, funzioni, etc... .



Chapter 5

Semantica operazionale strutturata

5.1 Cosa serve per dare la semantica

La semantica di un determinato linguaggio con un opportuna sintassi la si fornisce tramite dei modelli detti
sistema di transizioni.

( 3

Definizione sistema di transizione: Un sistema di transizione é un tripla del tipo (I', T, —) dove:
« I' e l'insieme di stati (o configurazioni). Questo insieme puo essere infinito.
« T CT él'insieme degli stati terminali.

« -»CTI x T élarelazione di transizione.

Definizione computazione: Una computazione a partire dallo stato v € una sequenza yo — ... — Vn
che puo essere finita o infinita.

Definizione chiusura riflessiva e transitiva: Con —* indichiamo la chiusura riflessiva e transitiva di —,
ovvero quando:

_>>k /! /! - 1
(riflessiva) i Y 7 7

,}/ 3 ,.Y ,.Y *>* ,Y//
\. J

(transitiva)

Quindi quando abbiamo due stati vy e 4 viene indicato con v — ~' il singolo passo mentre con v —* 4/ n passi.

5.1.1 Problemi
Con le definizione date fino ad ora incontriamo pero dei problemi:

« L’insieme I' & spesso un insieme infinito contabile (perché il numero di stati e proporzionale alle
stringhe del linguaggio), e quindi necessita una rappresentazione finita implicita attraverso gram-
matiche e/o BNF.

« L’insieme —C I' x I € una relazione costituita spesso da infinite coppie, e quindi anche lei necessita una
rappresentazione finita implicita . Tale rappresentazione é data da insieme finito finito di assiomi
che rappresentano la minima relazione che li soddisfa.

5.2 Semantica diun ”linguaggio di programmazione”: semantica espres-
sioni

Proviamo ad dare un esempio di un sistema di transizione di un linguaggio di programmazione basico. Prima
diamo la sintassi del linguaggio

17
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Definizione sintassi linguaggio di programmazione: La sintassi del nostro linguaggio di program-
mazione sara composta da tre insiemi base:

« Booleani: {tt, ff}.
« Numeri naturali: {0,1,2, ...}
« Variabili: {a,b,c, ..., z}.
Tre insiemi derivati:
« Espressioni aritmetiche:e :=m |v|e+ele—e|exe

« Espressioni booleane:b::=t|e=e|borb| ~b

« Comandi: ¢ ::= skip | v:=e | c;c | whilebdoc|if bthen celsec
L ),

Diamo ora la semantica delle varie espressioni e comandi in modo separato per semplicita:

( A

Definizione Semantica delle espressioni aritmetiche: Vogliamo ora dare la semantica delle espressioni
aritmetiche, cioé il sistema di transizione (I'c, T, —.) dove avremo che:

«Te={<e,0> |e€ Exp, o € Store}.

« T. ={<n,0> |n €N, o€ Store}. Notiamo che per come definiamo insieme T,, gli stati finali
sono solo quelli in cui non abbiamo da valutare ancora un espressione ma abbiamo gia un risultato
numerico (n).

Definiti questi due insiemi ci manca da definire la relazione — ., per far cio andremo ad usare un insieme di
assiomi:

(Var)

<v,0 >=.<o(v),0 >

notiamo che in questo caso lo stato successivo alla valutazione é terminale perché o(v) € N.

< 9,0 >—< €y, 0 >
<eyte1,0 >=.<e)+er,0 >

(Sumyq)

In questo passo stiamo valutando parte dell’espressione sinistra eg.

<ep,0>—.< ey, 0 >
<m-+e,o>=.<m+ej,o >

(Sumsz)

In questo passo avendo gia valutato ey completamente stiamo valutando parte dell’espressione destra ey .

(Sums) conp=m+m’
<m+m,o>=>.<p,o>

Ultimo passo di valutazione di un’espressione di somma.

< ey, 0 >—< e, 0 >
<ey—e€1,0 >< e —eq,0" >

(Subl)

<ep,0>—.< €, o >

(S’U,bg) 7 ;
<m+ —e1,0 >=>.<m—e},0 >

Sub conp=m—m' ep>0
( 3)<m—m’,o*>—>e<p,a> b P =

5.2.1 Punti da notare

Notiamo che in tutte queste regole di transizione possiamo dire che lo store o non viene mai modificato
durante la valutazione. Per dimostrare cio possiamo farlo in maniera induttiva:
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« Nessuno dei tre assiomi (Var, Sums, Subs) va a modificarlo (quei 3 sono assiomi perché non hanno
premesse).

« Nelle altre regole 'unico punto in cui si potrebbe modificare o € nella premessa, perché diciamo che o
diventa o’ dopo la valutazione di eg o0 e1. Pero la valutazione di e 0 e; puo avvenire solo in due modi:

- Attraverso un assioma (nel caso in cui e sia del tipo m + m’ o m — m'), in questo caso dal punto 1
sappiamo che lo store non si modifica.

— Attraverso una delle altre regole. Di nuovo in questo caso sappiamo che non si modifica perché le
altre regole (Sumy, Sums, Suby, Subs) non modificano direttamente lo store.

Un’altra cosa da notare e che 'assioma Subs € valido solo nel caso in cui m > m’ perché altrimenti avremo
numeri negativi non contemplati, quindi equivarebbe ad uno stato di errore.

5.2.2 Determinatezza relazione di transizione

Teorema determinatezza relazione di transizione: La relazione di transizione —. e deterministica, cio
vale che:

TV ANy ey = A =9" VY

Cioé dato uno stato -y esiste un solo stato a cui puo arrivare attraverso un unico passo.

Per dimostrare questo teorema useremo la tecnica dell’induzione strutturale, cioé se vogliamo dimostrare
una proprieta P per ognie € Exprcone :=m |v|e+e|e—e|exesedimostriamo P(m), P(v), P(e +
e), P(e — e), P(e % €) abbiamo dimostrato P(e) per un generico e.

s N

Dimostrazione: Vogliamo dimostrare la proprieta seguente per ogni e € Expr:
Pe) =Vo,7.,7" (Ke,o0>=cYA<e,0>=.0") = v =+
Dimostriamola strutturalmente:

+ Casoe =m € N. In questo caso non dobbiamo dimostrare niente visto che siamo in uno stato terminale
non esiste nessun ' tale che < e,c >—, v'.

« Casoe = v € Var. Per la regola Var abbiamo solo la transizione < v,0 >—.< o(v), o >. Visto che
il valore di o(v) € univoco e solo la regola Var ¢ applicabile in questo caso vale il teorema.

« Caso e = ey + ey. Supponiamo che esistano due ' e " come risultato della transizione, vogliamo
dimostrare che v’ = ~". Visto che per I'espressione e = eg + e1 abbiamo tre possibili regole dividiamo
la dimostrazione per casi:

— Caso (1), questo é il caso in cui dobbiamo usare Sumy, cioé in cui eg ¢ N. Avremo quindi che
< eg,0 >—< e, 0’ > e =< e+ e1,0 >. Visto che esiste un secondo stato " deve valere
che < eg,0 >—=< e, 0" > e~" =< e + e1,0” >. Per ipotesi induttiva pero sappiamo che
P(eg) deve valere, per cui deve essere che e[, = e(j (cosa vuole dire? visto che la valutazione di
Sum dipende dalla valutazione di ey che sappiamo essere deterministica, allora anche quella di
Sum; lo deve essere).

— Caso(2) e uguale a il caso (1) solo che applicato per e .
— Caso(3), questo ¢ il caso di Sums. In questo caso qui I'unica transizione possibile e quella <

eo+e1,0 >—=><p,0 > conp = ey+ ey, quindi la tesi vale.

« Casoe =eg—ej ee = eg * e1 sono uguali.
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5.2.3 Funzione di valutazione

s N

Teorema funzione eval di valutazione: Visto che la relazione —. é deterministica partendo da < e, o >
arriveremo sempre su una sola configurazione terminale < n,o >. E’ quindi possibile definire una funzione
parziale:

eval : Expr X store —e» N

dove:

m, se< e, 0 >—="<m,o >.
eval(e, o) =

(5.1)

indefinita, altrimenti.

La funzione é parziale perché per certe espressioni non si raggiunge uno stato terminale (pensa un’espressione
con valori negativi). Nota questa funzione é riferita ad una regola di valutazione (vedi dopo) quindi per regole
diverse le funzioni potrebbero essere diverse.

| J/

Definita la funzione eval si puo anche definire ’equivalenza di espressione:

e=¢ & eval(e,0) = eval(e, o)

5.2.4 Regola di valutazione

Le regole di Sumq, Sumq, Suby, Subs seguono una regola di valutazione interna sinistra (IS), in cui prima
si valuta I’argomento piu a sinistra, cioe ey, e poi, una volta terminata la valutazione di e, si passa a e;.

Esempio 5.2.1 (Regola interna destra). Proviamo a dare la valutazione interna destra alle regole Sum, e
Sumeg (€ uguale per quelle della sottrazione):

<ep,0>—.< e),0 >
<eygte,o>=>< e+ 6/1,0'/ >

(Sum})

< 9,0 >—.< €y, 0 >
<ey+m,o>—.< ey +m,o >

(Sums)

Si puo inoltre dimostrare che eval;s = eval;p cioe le due regole di valutazione non influiscono sulla
valutazione. Esistono pero altre tecniche di valutazione come ES (esterna sinistra), ED, EP (esterna parallela
(esterna indica che se posso valutare solo uno dei due argomenti lo faccio) e IP (interna parallela) ma per queste
vale che evalgs # evalrs. Attenzione non e che la loro valutazione € “diversa”, semplicemente ES, ED, EP
restituiscono valori anche quando IS o ID non lo fanno.

Esempio 5.2.2 (Regola interna parallela). La regola interna parallela é semplicemente un mix di quella
interna desira e sinistra, infatti le sue tre regole per la somma sono Sumy (IS), Sum/; (ID), Sums. Questa
regola é pero nondeterministica ma confluente, infatti per espressione ey + e1 posso valutare prima ey o
e1 (nondeterministica) pero il risultato finale non cambia (confluente).

5.3 Semantica espressioni booleane

s )
Definizione Semantica delle espressioni booleane: Vogliamo ora dare la semantica delle espressioni
booleane, cioé il sistema di transizione (I'y, T},, —,) dove avremo che:

« I'y ={<b,0> | be Bexp, o€ Store}.

« Ty, = {<tt,o >,< ff,0> | o€ Store}. Gli stati finali T}, sono quindi quelle dell’espressione
booleane completamente valutate intt o f f.

Definiamo ora gli assiomi che definiscono —p:
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(Eq1)
Passo di valutazione IS di una uguaglianza.

(e1,0) —e (€1,0")
(m=e1,0) = (Mm=¢},0)

(Eg3)

(Eq2)

<m =m, U> —b <ta 0J>
Dove t = tt sem = n senno € f f. Questa é la fine di valutazione di una uguaglianza.

<b07 U> —e <b6’ 0l>
(bo orby,0) = (b orby,0’)

(07”2)

La valutazione di Or avviene attraverso una tecnica ES, cioé valutiamo da sinistra e se possiamo valutare solo
un argomento lo facciamo, infatti in questo caso facciamo “cortocircuito”.

(OTl)

(tt or by, o) — (tt,0)

(Or3) (ff orbyi,o) =y (by,0)

(byo) = (U, 0)
<N b, g> b <N b/lv 0>

(Negi)

(Negr)

<N t, U> b <t17 0>

dove tPT e ¢t set = ff sennoeé ff.
L

J
Si potrebbero dimostrare due proprieta:
« Lo store non viene mai modificato.
« Larelazione di transizione é deterministica, per cui si puo definire:
t se < bo>=i<to>.
evaly(b,o) = ) A (5.2)
indefinita, altrimenti.

5.3.1 Regole di valutazioni alternative

Anche in questo caso possiamo definire regole di valutazione alternative, come ED o IS

Esempio 5.3.1 (Valutazione ED). Valutazione ED, cioé valutiamo da destra e facciamo cortocircuito sul
valore destro.

/ (b1, 0) —e (01,0")
O Gy orbr.0) = (b or b, 07)

(Or)

(Ors)

<b0 ortt7o> — <tt,0’>

(bo or ff,a) = (bo,0)

5.4 Semantica dei comandi

L’ultima semantica che ci manca da dare € quella dei comandi:
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Definizione Semantica dei comandi: Vogliamo ora dare la semantica dei comandi, cioé il sistema di
transizione (T'c, T, —.) dove avremo che:

«Te={<c,0> |ceCom, oc Store} U{o | o € store}. Agli stati "normali” aggiungiamo anche
lo stato solo o perché é cio che un comando completato restituisce

« T. = {0 | o € Store}. Gli stati finali T, sono i comandi che vengono valutati completamente in uno
store.

Definiamo ora gli assiomi che definiscono —:

(SKP) Ceipro) = (o)

Il comando skip é un comando che non fa nulla e non modifica nulla.

(e,0) =% (m, o)
(vi=e,0) = U[m]

v

(Ass)

L’assegnamento valuta prima Uespressione e poi va a modificare il valore dello store o in corrispondenza
div. .
<CO’U> e <CO’U >

(cosc1,0) = (cpic1,07)

(Seqq)

Valutazione di due comandi in sequenza, parto valutando il primo.

(co,0) —c 0’

(5e2) Terer, @) = (e1,07)

Finita la valutazione di uno dei due comandi. Nota lo store puo veramente cambiare adesso!

(b, o) =} (tt, o)
(if bthen cq else c1,0) —. {(co,0)

{b,0) =5 (f1,0)

(if bthen cg else ¢1,0) —. {(c1,0)

(I f1)

(1f2)
Se la valutazione della condizione viene valutata a tt allora eseguo il “then” senno “else”.

(b,0) =} (tt,0)

Whil
(Whiley) (while b do ¢,0) = {¢; while b do ¢, o)

Se lespressione nella guardia del while é vera allora eseguo il comando dentro il while e poi di nuovo il while.

(b,0) =} (ff,0)

(while bdo c,0) = 0

(WhZZQQ)

Nel caso in la guardia sia falsa esco dal ciclo.
\ J

Come le altre relazioni anche — . € una relazione deterministica. Anche in questo caso possiamo definire una
funzione parziale di valutazione:
exec : Com x store —e— store

exec(c,0) = {

/

o', se < c,0 >k o'

. . o (5.3)
indefinita, altrimenti.

5.4.1 Errori non ben categorizzati

La funzione puo essere indefinita tipo se il ciclo while € un ciclo infinito o se espressioni sono negative, come
possiamo vedere nel seguente esempio:
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Esempio 5.4.1 (Funzione indefinita, divergenza e deadlock). Ci possono essere due casi di funzione che
non é definita:

« ¢y = while tt do skip, in questo caso siamo in presenza di divergenza.
« ¢co = x := (3 — b) in questo caso siamo in presenza di deadlock(?).
in ogni caso vale che exec(c1,0) = exec(ca, o).

Cio puo creare problemi visto che errori di “"tipo” diversi vengono valutati ugualmente, per far cio dobbiamo
aggiungere altri elementi alla nostra sintassi e semantica.

5.5 Errori dinamici

Per raffinare la nostra sintassi andremo ad aggiungere un terminale che indica ’errore err, ottenendo cioé che:
I"=TU{err} T'=TU{err} notaper tutti T, Ty, T., e per tutti I',, 'y, T
Le funzioni diventeranno di questo tipo ora:
eval : Expr x store — N U err

evaly : Bexp x store — {tt, ff} Uerr
exec : Com X store —e~ store U err

Notiamo che eval e eval, diventano funzioni totali perché in ogni caso restituiscono un valore (nel caso in
cui prima la funzione era indefinita adesso restituisce err). La funzione exec non e invece totale perché il while
infinito € ancora caso di “indefinitezza”.

5.5.1 Semantiche aggiuntive

Per completare gli errori dinamici dobbiamo aggiungere regole di transizione anche per essi, in particolare per
la generazione dell’errore da parte della sottrazione, e per la sua propagazione:

« Generazione errore:

(Suby) Sem' >m
<m-—m/,o>—.err

« Propagazione dell’errore:
(eg,0) —>¢ err

(Sumy)
<eyt+e1,0>—cerr

(e1,0) —¢ err

(Sums)
<m-+ey,o>— err

(b,o) —p err

Or
( 4)< bo or by, 0 >—. err

(b,o) —p err
<~ b,o>—.err

(Negs)

e, o) = err
(e;o) =

Ass
( 2)<v:: €,0 >—c ETT

(co,0) = err

Se
(Seqs) < €o;Cl,0 >—> €T

(b,o) =} err

(If3)

< if b then cq else ¢1,0 >—, err
(b,o) =} err
< while bdo ¢,0 >— err

(Whlleg)

Tutto sto casino solo per aggiungere un tipo di errore dinamico Sub4, se ne volessimo altri dovremmo fare altre
regole.
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5.6 Non determinismo e parallelismo

Esistono altri due costrutti per comandi non deterministici e paralleli, per aggiungerli dobbiamo estendere la
BNF dei comandi nel seguente modo:

cu=skip| ... |cor|cparc
e andare aggiungere le seguenti regole di transizione:

« Per il non determinismo:

Nd
( 1)< o or ¢1,0 >—r (co,0)

Nd
( 1)< ¢ or ¢1,0 >— (c1,0)

Questo costrutto serve per aggiungere appunto non determinismo, perché non sai quale dei due viene
eseguito.
« Per il parallelismo:
{co,0) =e {c,9")
< ¢g par ¢1,0 >— (¢} par ¢1,0")

(Pary)

(co,0) —c 0’
< ¢o par ¢1,0 >—. {(c1,07)

(Pars)

{e1,0) = (c1,07)

P
(Pars) < ¢g par ¢1,0 >— (co par ¢}, 0”)

(c1,0) =c 0’

Par
( 1) < ¢o par ¢1,0 >—. {cg,0’)




Chapter 6

Linguaggi regolari e espressioni regolari

6.1 Analisi lessicale

L’analisi lessicale, effettuata dallo scanner in un compilatore, € la sezione che si occupa di riconoscere nella
stringa token, cioé sequenze di simboli che corrispondono a determinate categorie sintattiche (come identifi-
catori, parole riservate o numeri...).

Lo scanner prendera in input un programma e come output avra una lista di token.

programma in input lista di token
Scanner

6.1.1 Che cosa sono i token

Un token € una coppia (nome,valore). Il token € identificato da 4 elementi diversi:
« Il nome ¢ un simbolo che identifica la classe del token ("ide”, const” etc...).
« Il valore ¢ la sequenza di simboli del testo in ingresso.

« Il pattern e la descrizione della forma dei valori di una determinata classe di token.

« Il lessema ¢ un’instanza di un pattern.

Esempio 6.1.1 (token semplice). Un possibile token potrebbe essere quello di un identificatore:
(ide, 1)

Dove abbiamo che "ide” é il nome del token (cioé il tipo”), z1 é il valore e lessema di un particolare pattern.

Esempio 6.1.2 (Da codice a token). Supponiamo di dare in input al nostro scanner il seguente codice:
ifle == 0) printf("zero”);

L’output del nostro scanner sara una lista di token. Lo scanner prendere il testo in input e lo andra a dividere
in tutti i token che trova ottenendo:

<IF>, <(>, <ide,x>, <OPREL, ==>, <CONST-NUM, 0>, <)>

<ide, printf>, <(>, <;<CONST-STRING, zero> <)>

In realta non é proprio questo che fa lo scanner, infatti per gli identificatore invece di metterci il valore associa
un indirizzo nella tabella dei simboli:
<ide, puntatore; >

25



26 CHAPTER 6. LINGUAGGI REGOLARI E ESPRESSIONI REGOLARI

6.2 Espressioni regolari

Definizione Espressioni regolari: Fissato un alfabeto A = {a1, aa, ..., an }, definiamo le espressioni rego-
lari su A con la seguente BNF:
rao=0]elalr-r|rr|r*

Questa sintassi € ambigua e per disambiguarla si potrebbero usare le parentesi ma, per semplicita, si assume
che:

« La concatenazione, la disgiunzione e la ripetizione associno a sinistra.
« La precedente degli operatori sia la seguente: * > - > |

Le espressioni regolare sono utili per definire il pattern, ma non sono in grado di riconoscere se un lessema
rispetti o no questo pattern, per questo in seguito definiamo strutture chiamate autonomi che avranno proprio
questo ruolo.

( )

Esempio 6.2.1 (Espressione regolare e albero sintattico). Dalle assunzioni di prima possiamo dire che
la seguente espressione regolare:
b*alc

corrisponda al seguente albero:
|
/\
- e
/\
*a
|

b

6.2.1 Linguaggio denotato da un espressione regolare

( )

Definizione Funzione da regex a alfabeto: Dato I'alfabeto A definiamo la funzione:
L : Exp — Reg — p(AY)

notiamo che p(A*) rappresenta l'insieme delle parti di A* che pero rappresenta tutte le possibili stringhe gen-
erabili con lalfabeto A, quindi p(A*) rappresenta tutti i possibili linguaggi su alfabeto A. Definiamo
inoltre i valori della funzione L come:

LB =0
Lle] = {e}
Lla] = {a}
L[ry - ro] = L[r1] - L[ra]  dove - sta per la concatenazione di linguaggi
£[7“1|’I"2] = ;C[’Ij] ] ;C[TQ}
L[r*] = (L[r))" dove ™ sta per la stella di kleene di un linguaggo
L y

La funzione £ quindi ¢ una funzione che associa un linguaggio ad un’espressione regolare.
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6.3 Linguaggio regolare

Definizione Linguaggio regolare: Un linguaggio L. C A* e detto regolare se e solo se esiste un’espressione

regolare r tale che:
L= Lr]

Possiamo notare come ogni linguaggio finito € anche regolare, infatti basta prendere un’espressione regolare
che copre tutte le stringhe dell’alfabeto.

Esempio 6.3.1 (Linguaggio regolare finito). Sia dato L = {a, bc}, possiamo dire che L é regolare perché
conr = al|bc abbiamo che L = L[r], infatti:

Llalbe] = Lla] U L[be] = {a} U L] - Llc] ={a}U{b} -{c} =L

Esempio 6.3.2 (Linguaggio regolare infinito). Sia dator = a*b il linguaggio regolare ad essa associata
e un linguaggio infinito ed é:

L=Ll)={a}" {o} = |J {a}" {0} =

n>0

={e,a,aa...} - {b} = {a"b | n > 0}

6.3.1 Esempi di espressioni regolari

Esempio 6.3.3 (Alcune espressioni regolari). Sia dato l'alfabeto A = {0,1}. Definiamo una serie di
espressioni regolari:

« r = 0"10" denota il linguaggio regolare L = {w € A* | w contiene un solo 1} = {0"10™ | n,m > 0}.

« r = (0]1)*1(0]1)* denota il linguaggio L = {w € A* | w contiene almeno un 1}. Le stringhe con-
tengono almeno un 1 perché l'unico simbolo dell’alfabeto che c’é sicuramente é sempre quel 1 centrale,
che puo essere preceduto e seguito da stringhe qualsiasi di 0 e 1.

« r =1%(011*)* denota il linguaggio L = {w € A* | ogni occorenza di 0 ¢ seguita subito da almeno un 1}.
Notiamo che la stella di kleene di (011*)* é applicata a tutta la stringa (011*), mentre quella del 1 dentro
e applicata solo a lui.

r = ((0]1)(0|]1))* denota L = {w € A* | wé di lunghezza pari}. Questo ¢ vero perché 'espressione
regolare (0|1)(0|1) rappresenta una qualunque stringa di lunghezza due, infatti:

£[(0]1)(0[1)] = {00,01, 10,11}

Quindi applichiamo la stella di kleene ad una qualunque stringa di lunghezza 2, ottenedo una stringa
di lunghezza 2 * n e quindi pari.

6.3.2 Operatori ausiliari delle espressioni regolari

Possiamo aggiungere anche altri operatori per le nostre espressioni regolari come:
« Ripetizione positiva indicata con ™. Notiamo che r™ = rr*.
« Possibilita indicata con 77, che puo valere r o €. Notiamo che 77 = (r|e).

« Elenco indicato con [aq, ..., a,] con aq, ..., a, € A che equivale ad a;|...|a,,. Molto comodo se gli a; sono
ordinati, in questo caso possiamo indicare [a; — a,].
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Esempio 6.3.4 (numeri decimali senza segno). Vogliamo ora costruire una espressione regolare che denota
il linguaggio dei numeri decimali senza segno. Dato un alfabeto A = {0, 1, ...,9, .} possiamo scrivere:

r=1[0-9]"([0-9]")?

che indica che avremo sempre almeno un cifra prima della virgola, ed essa puo essere seguita da un punto

seguito da un altro numero con almeno una cifra.
|\ J

6.3.3 Definizioni regolari

( A

Definizione definizioni regolari: Una definizione regolare su alfabeto A é costituita da una lista di definizioni

a1 =T

Qy =Ty

Dove «v; sono simboli non “usati” e ognir; € un espressione regolare su alfabeto esteso AU {ay, ..., an }.

| J/

Le definizioni regolari sono come la creazione di variabili (o di define di ¢) che rendono scrivere espressioni
regolari lunghe piu veloce e piu leggibile.

( )

Esempio 6.3.5 (numeri decimali senza segno con definizioni regolari). Se diamo queste definizioni
regolari:

segno = —|+
cifre :=cifra*
cifra:=1[0—9

Possiamo poi definire un numero decimale con segno come:

r = segno cifre (.cifre)?

6.3.4 Equivalenza fra espressioni regolari

Definizione Equivalenza: Due espressioni regolarir e s si dicono equivalenti e lo denotiamo conr = s se
e solo se L]r] = L][s], cioé se denotano lo stesso linguaggio.

( )
Teorema : Dalle definizioni date si possono dedurre una serie di congruenze fra espressioni regolari:

r|s = slr (commutativita)
r|(s|t) = (rls)|t 7 (st) = (rs)-t (associativita)
rlr=r (rf)* =" (idempotenza)
r-(s|t) Zrslrt  (r|s)t = rt|st (distributivita)
€e-rErr.c (elemento neutro)
0r2e 7020 r0=r (er)" =r* (r*s*)" = (r]s)* (generali)

|\ J




Chapter 7

Automi a stati finiti

7.1 Introduzione

Gli automi a stati finiti sono particolare strutture dati che ci permettono di determinare se una stringa rispetta
o no un pattern. Essi sono composti da una memoria finita usata per definire gli stati dell’automa. Essi
prendono in input una stringa e restituiscono un bit, indicante se la stringa in input & stata riconosciuta.

7.1.1 Funzionamento degli automi

Per funzionare gli automi a stati finiti eseguono il seguente ciclo:
« Leggi un carattere in input e sposta la testina (che legge I'input) avanti.
« In base all’input e allo stato spostati su un altro stato

« Se ho finito di leggere la stringa e sono in uno stato finale allora la stringa € riconosciuta, altrimenti no.
Inoltre alla lettura di un carattere mi blocco perché non c’é nessun altro stato in cui saltare allora di nuovo
non ¢ riconosciuta.

7.1.2 Diagramma di transizione

La struttura degli stati di un automa ¢ ben rappresentato tramite un diagramma chiamato appunto diagramma
di transizione.

Esempio 7.1.1 (Diagramma di transizione). Facciamo ora un esempio di un diagramma di transizione
del automa finito che riconosce il linguaggio regolare a(aa)* = {a***! | n > 0}.

()

Visto che solo lo stato q1 é finale per poter essere riconosciuta una stringa alla fine della sua "lettura” dobbiamo
essere in q1. Detto cio possiamo dire che riconosce il linguaggio a(aa)* perché deve per forza riconoscere una a
iniziale (cosi finisce in q1 ) e nel caso nel riconosca un’altra (tornando in qy) ne deve riconoscere un’altra ancora.

Esempio 7.1.2 (Automa piu complesso). Costruiamo ora un’automa per Uespressione regolare (a|b)*ba.
L’automa seguente € corretto:

a
()= (=)
—( 40 q1 q2
b

29
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Quest’automa funziona, perché? Il riconoscimento della porzione (a|b)* ¢ affidato al primo nodo, infatti finché
riconosce delle a o delle b resta su qo (nel caso riconosca una b puo anche andare su q1, ma supponiamo che
faccia look-ahead (vedi tanto dopo) e sa cosa gli aspetta). 1l riconoscimento della porzione ba é affidata agli
ultimi due nodi. Questo automa é detto non deterministico poiché ci sono due mosse b da qq.

Esempio 7.1.3 (Automa con mossa epsilon). Nell’automa che stiamo andando a vedere andiamo ad
aggiungere una transizione €.
a b

€
H

Notiamo come questo automa riconosca a*b*, poiché possiamo mettere n. a, poi m b. Nota anche questo é
non deterministico, poiché "quando vuole lui” puo “far finta di leggere” un carattere € e quindi ha sempre 2
mosse disponibili nonostante il carattere in input sia 1. Vedremo poi in seguito che le mosse epsilon sono uno
dei motivi per cui un automa é non deterministico. Questo automa si puo trasformare in deterministico
rimodellando un po, ma mantenendo il linguaggio riconosciuto uguale:

a b a/b

I primi due nodi sono abbastanza ovvi, il nodo strano invece € l'ultimo da cui non si puo uscire e non ¢ finale.
Questo nodo infatti é un “nodo di errore” che viene raggiunto con stringhe del tipo a*b*a(alb)*

7.2 Automi finiti non deterministici NFA

( A

Definizione NFA: Un automa finito non deterministico ¢ una quintupla (X, Q, 6, qo, F') dove:
« X é un alfabeto finito di simboli in input.
« () ¢ un insieme finito di stati.
« qo € Q ¢ lo stato iniziale.
« F C @ ¢élinsieme degli stati finali.
+ § € la funzione di transizione del tipo:
5:Qx (XU{e}) = p(Q)

Rappresenta la funzione che dato uno stato e un simbolo (quello che si sta leggendo in input) ti dice quali
sono gli stati possibili a cui puoi andare. Infatti vale che:

5(%0) = Q/ cqQ

7.2.1 Linguaggio riconosciuto

Definizione informale: Un NFA N = (X, Q, 4, qo, F') accetta w = a;...a,, se e solo se nel diagramma di
transizione esiste un cammino da qy ad uno stato in F' nel quale la stringa ottenuta concatenando le etichette
degli archi percorsi sia uguale a w.

Questa era una definizione informale che pero fa capire quando una stringa € accettata da un NFA. Per dare
definizione formale di linguaggio riconosciuto dobbiamo prima introdurre tre nuovi elementi:
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- Descrizione istantanea che € una coppia (¢, w) dove ¢ € lo stato attuale e w la stringa in input ancora
da leggere.

« Mossa una mossa € descritta da due elementi, una premessa e una regola (?), e viene scritta nel seguente
modo:
q €6(q,0)
(¢,ow) Fn (¢, w)
Questa scrittura mi dice: se ¢’ fa parte degli stati raggiungibili da ¢ con mossa o allora dalla descrizione
istantanea (¢, cw) passo a (¢’, w) consumando quindi o. Vale anche in questo caso la chiusura riflessiva
e transitiva:

ceXU{e}, weX”

(gw) Py (¢ w') (¢ w') Fn (¢, w")
(¢, w) Fy (¢, w) (g,0w) By (¢, w")

Nel caso di piu mosse lo chiamiamo cammino.

( )

Definizione riconoscimento di stringa: Datoun NFA N diciamo che una stringaw é riconosciuta dall’ automp
se e solo se:

dgeF | (qo,w) l_}‘\f (Q7€)

Cioe se consumando tutta la stringa in input arrivo ad uno stato finale allora la stringa é riconosciuta.

Definizione linguaggio riconosciuto: Dato un NFA N definiamo con L[N il linguaggio riconosciuto (o
accettato) dal NFA N. Questo linguaggio é:

LIN]={w e X" [3q € F. (g0, w) Fx (¢,€)}

Il linguaggio riconosciuto dal NFA N ¢ quindi I'insieme di tutte le stringhe riconosciute (abbastanza ovvio).

Esempio 7.2.1 (Da linguaggio a NFA). Vogliamo trovare ’'NFA che riconosca il linguaggio:

L ={w € (a]b)* | w contiene la sottostringa aba}

b a a/b
— 9o a /% b q2 a @
b

Funziona questo automa? Possiamo leggere quante b vogliamo all’inizio e anche quante “a” vogliamo ma,

3 3

in quest’ultimo caso, ci spostiamo sullo stato q1 perché? perché visto che la “a” é il primo carattere della
sottostringa che dobbiamo avere, quando leggiamo una “a” possiamo pensare di stare iniziando a leggere la
stringa “aba”. Se continuiamo a leggere “a” restiamo dove siamo (perché tanto non influisce avere a*aba o
aba e basta), alla prima “b” ci spostiamo di nuovo perché abbiamo appena letto una stringa “ab” e quindi ci
dobbiamo mettere in attesa del carattere "a”. Una volta in g2 se leggiamo un’altra “b” vuol dire che abbiamo

letto abb non ci va bene e torniamo indietro, se invece leggiamo “a” vuol dire che abbiamo, almeno, letto “aba”
e quindi siamo a posto. Dopo possiamo leggere quello che vogliamo.

7.2.2 Problemi degli NFA

Gli NFA nonostante siano relativamente comodi da costruire poiché non hanno tante restrizioni sono molto
inefficienti, infatti, per verificare che una stringa w venga accettata, bisogna seguire cammini sull’automa che
pero, essendo non deterministico, ammette tante strade diverse e quindi necessita di backtracking.
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7.3 Automi finiti deterministici
( )

Definizione DFA: Un’automa finito deterministico (DFA) é una quintupla (X, Q, 0, qo, F'), dove ¥, Q, qo e
F sono uguali agli NFA mentre I'unica cosa che cambia ¢ la funzione di transizione che diventa del tipo:

0:QxX—=Q
e quindi di conseguenza:
(g, 0) =4
Cioe la differenza fra gli NFA e i DFA ¢ la funzione di transizione per due ragioni:

« Non esistono piu le mosse epsilon. Infatti avevamo visto che causavano non determinismo.

« Per ogni stato e per ogni carattere esiste (sempre!) un solo stato d’arrivo. Nei NFA potevamo essere pitl

di uno o zero.
N b,

Si possono quindi vedere i DFA come degli NFA in cui valgono le seguenti proprieta:

VgeQ d(q,e)=10
Vo eS,Vge Q3 €Q. §(q,0)=1{q}

Esempio 7.3.1 (DFA o NFA). Vogliamo dire se i seguenti automi sono DFA o NFA, come fare? (L’alfabeto é
¥ ={a})

a

(=) (=)= ()

Il primo automa é un DFA? No perché nonostante non ci siano mosse epsilon e non ci siano “doppie scelte” (cioe
un (g, o) con pin di un valore) il nodo g1 non ha una mossa a e quindi non é un DFA.
11 secondo invece lo é, visto che ogni nodo ha una e una sola mossa per ogni carattere e non ci sono mosse

epsilon.
(& S/

( )

Teorema Espressiva DFA: Per ogni NFA N ¢ possibile costruire un DFA ad esso equivalente. Cio implica
che NFA e DFA hanno lo stesso potere espressivo.

| J/

Non dimostriamo questo teorema ma diamo pero un algoritmo in grado di ottenere un DFA equivalente da un
NFA qualsiasi, prima di cio pero alcune definizioni.

7.3.1 Epsilon-closure

Prima di scrivere I’algoritmo dobbiamo definire un insieme chiamato e-closure.

' 2
Definizione e-closure: Sia ¢ uno stato di un NFA, definiamo la e-closure di ¢ come 'insieme degli stati
raggiungibili con sole mosse ¢. In alternativa si puo definire come il minimo insieme che rispetta le seguenti
regole:

p € e-closure(q)
{q} C e-closure(q) 0(p,€) C e-closure(q)

La prima regola é ovvia, il nodo stesso € raggiungibile con solo mosse € (non facendone). La seconda regola
invece ci dice che se un nodo p ¢ dentro la e-closure allora tutti i nodi raggiungibili da q con mosse € sono dentro

la e-closure .
N b,

Nel caso abbiamo un insieme P di nodi allarghiamo la definizione di e-closure a quella ovvia di:

e-closure(P) = U e-closure(p)
peP
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Per il calcolo della e-closure si puo usare un algoritmo banale come il seguente:

Algorithm 1: Calcolo della e-closure (P)
11T =P;

2 e-closure(P) = P;

3 while: 7' # () do {

4 "Scegliunr € T e rimuovilo da T7;
5 for each s € §(r, €) do:

6 if s ¢ e-closure(P) {

7 add s to e-closure (P);

8 add s to T

s}

Nota che questo algoritmo € come una visita di un grafo in cui andiamo a visitare tutti i nodi che sono
raggiungibili con una e-closure .

7.3.2 Utilizzo dell’epsilon-closure per definire linguaggi riconosciuti

In realta questa parte non fa parte dei DFA ma degli NFA, comunque usando ’epsilon closure si puo definire
in un’altra maniera il linguaggio riconosciuto da un NFA. Sia data la seguente funzione:

5:Qx ¥ — p(Q)
(g, €) = e-closure(q)
S(q, xa) = e-closure(P) dove P = {p eQ|3Ire 5(q,x) ep € i(r, a)}

s

Notiamo come la funzione 4 (¢, w) rappresenta “dove si puo arrivare svuotando completamente la stringa w
partendo da ¢”. Possiamo allora dire che:

w € L[N] sse Ip € F tale che p € §(qo, w)
Una stringa w quindi apparterra al linguaggio riconosciuto se uno degli stati a cui si arriva svuotando comple-

tamente w ¢ finale.

7.3.3 Funzione mossa

( )

Definizione mossa: Definiamo inoltre una nuova funzione mossa come estensione della funzione di tran-
sizione § di un NFA come:
mossa : p(Q) x ¥ — p(Q)

mossa(P, a) = U d(p,a)
peP

Cioé Uinsieme delle mosse “a” da un insieme di nodi P é I’'unione di tutte le mosse “a” di ogni nodo dell’insieme.
N\ J

7.3.4 Costruzione per sottoinsiemi

Qua di seguito I'algoritmo per la costruzione di sottoinsiemi, che serve per passare da un NFA a un DFA
equivalente.
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Algorithm 2: Costruzioni per sottoinsiemi

1 Datoun NFA N = (%, Q, 9, qo, F);
2 S = e-closure(qp);

3 T={S}

4 Finché ¢’¢ un P € T non marcato {
5  Marca P;

6 foreacha e {

7 R = e-closure(mossa(P, a));

8 if R¢T{

9 add Rto T}

10 }

11 definisci A(P,a) = R ;
12}

13 }

Il DFA equivalente sara My = (X, T, A, e-closure(g, ), F'). Due cose importanti:

« L’alfabeto non varia mentre gli stati, lo stato iniziale e gli stati finali si.

« Abbiamo una nuova funzione di transizione A definita come A(A,b) = e-closure(mossa(A4,b)) e che
rispetta le limitazioni dei DFA: non ci sono mosse epsilon e per ogni carattere dell’alfabeto esiste una ed
una sola mossa in qualunque stato.

Esempio 7.3.2 (Semplice). Consideriamo I'NFA seguente (relativo all’espressione regolare (a|b)*ab):

a
(o )-(=)
—( 4o q1 q2
b

Vogliamo ora trovare un DFA equivalente ad esso, applichiamo I’algoritmo di costruzioni per sottoinsiemi:

« Per prima cosa calcoliamo lo stato iniziale S = e-closure(qo), notiamo che S = qo. Creiamo T e
entriamo dentro il blocco marcando S.

« Per ogni simbolo adesso dobbiamo calcolare I’e-closure(mossa(P, a)). Visto che Ualfabeto é {a, b} dob-
biamo farlo due volte:

2 9

— Per il carattere "a” calcoliamo con P = S = {qo }:

R = e-closure(mossa(P, a)) = e-closure( U d(p,a))
pe{go}

= e-closure(§(qo, a)) = e-closure({qo}) = {qo}

Definiamo quindi A(S,a) = {qo}. Visto che {qo} € T non lo andiamo a ri-aggiungere.

— Per il carattere ”b” calcoiamo:

R = e-closure(mossa(P,b)) = e-closure( U 5(p, b))
p€{qo}

= e-closure(5(qo, b)) = e-closure({qo, q1}) = {q0, 1 }
Visto che {qo, 1} ¢ T lo andiamo ad aggiungere.

« Ripetiamo con P = {qo, g1} andando a calcolare la stessa cosa:
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9,

— Per il carattere “a’:

R = e-closure(mossa(P, a)) = e-closure( U d(p,a))
p€{q0,q1}
= e-closure(§(qo,a) Ud(q1,a)) = e-closure({qo} U {q2}) = {qo, ¢2}
Quindi A({qo, q1} ,a) = {qo, q2}- Visto che {qo, g2} ¢ T lo aggiungiamo.

« Per il carattere “b”, salto i calcoli, viene R = {qo,q1}. Quindi A({qo,q1},b) = {q0,q1} e non lo
riaggiungiamo.

« Ripetiamo per P = {qo, g2} (salto i calcoli)

Alla fine otteniamo il DFA N’ = (%,{{q0},{q0, 1} ,{90,92}},2,{q0},{q0,42}), che in forma di dia-
gramma di transizione é:

b

7.4 Equivalenza NFA e DFA

Teorema : Sia N = (3,Q, 0, qo, F') un NFA e sia My ’automa ottenuto per costruzione per sottoinsiemi.
Allora My € un DFA e si ha che:
L[N] = L[My]

Cio implica anche che la classe di linguaggi riconosciuta da NFA e DFA e la stessa.

7.5 Da espressione regolare a NFA equivalente

( )

Teorema : Data un’espressione regolare s possiamo costruire un NFA N|s] tale che:

Cioe un NFA che riconosce il linguaggio denotato dall’espressione regolare. Cio vuole inoltre dire che gli NFA

riconoscono tutti i linguaggio regolari (ricorda, linguaggio regolare = denotato da un’espressione regolare).
|\ J

Dimostrazione: Faremo una dimostrazione d’induzione strutturale sulla struttura dell’espressione regolare
s. Nel far cio, per semplificarci, cercheremo sempre un NFA che mantenga le seguenti invarianti (nota di NFA
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ce ne possono essere tanti tali che L[s] = L[N|[s]], noi ne troviamo uno):

Lo stato iniziale non ha archi entranti.

Ci sia solo uno stato finale senza archi uscenti.

Andiamo ora ad esaminare caso per caso sulla struttura di s:

Caso s = (). In questo caso possiamo avere un NFA con due stati, uno iniziale e uno finale, che non sono
collegati:

H

Caso s = €. In questo caso la regex riconosce solo la stringa "¢’ quindi anche 'NFA dovra riconoscere
solo essa:

(@)=

Caso s = a. Come prima dobbiamo riconoscere solo la stringa “a”, e quindi avremo che il nostro NFA é:

2OanO

Caso s = r|t. Qua, procedendo per induzione strutturale, supponiamo di avere gia due NFA per
le due regex r e t chiamati N[r] e N[t]. Per trovare 'NFA corrispondente ad s possiamo fare cosi:

Notiamo che é corretto visto che riusciamo a riconoscere stringhe delle due regex semplicemente usando
la mossa € che ci porta nel "sotto automa” corretto.

Caso s = r - t. Come prima per ipotesi induttiva abbiamo gia gli automi N[r] e N[t]. In questo caso
andranno semplicemente concatenanti uno dopo Ialtro.

Nir] Nt]

La correttezza deriva dal fatto che una stringa é riconosciuta da N|s| se la prima parte ¢é riconosciuta
da N|r| e la seconda da Nt).

Caso s = r*. Per ipotesi induttiva abbiamo I'NFA N{r| e dobbiamo costruire N|s]. L’idea é che dobbi-
amo rendere N [r] ripetibile e saltabile (per il caso r°):

NT[r]

/// \\\
/ € \ €
\ ity /
N /7




7.5. DA ESPRESSIONE REGOLARE A NFA EQUIVALENTE

37

&

Esempio 7.5.1 (). Vogliamo trovare un NFA equivalente alla regex s = (a|b)*ba, per far cio costruiamo
Palbero sintattico dell’espressione:

i
/N

Per costruire 'NFA equivalente procediamo dall’alto verso il basso dell’albero sintattico. Costruiamo prima
I’NFA associato all’espressione regolare a|b. Per far cio possiamo guardare la dimostrazione di prima trovando:
a

Nel caso poi volessimo un DFA associato a questo NFA si usa la tecnica della costruzione per insiemi.
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Chapter 8

Grammatiche regolari

Definizione grammatica regolare: Una grammatica libera € regolare se e solo se ogni produzione é della
forma:

V = alW
V —a

dove VW € NT ea € T. Per il simbolo iniziale, e solo per lui, ¢ ammessa anche la produzione S — ¢ (certe
volte useremo pero una definizione che permette produzioni epsilon anche per simboli diversi da S).

Esempio 8.0.1 (Grammatica regolare, nfa e regex). La seguente grammatica:

A — aA|bB|bA
B —a

é una grammatica regolare. Notiamo inoltre che L(G) = (a|b)*ba, infatti finché si usano le transizioni
A — aA|bA possiamo scrivere quante “a” o "b” vogliamo, cioé (a|b)*, poi quando scegliamo la transizione
A — bB scriviamo “ba”. Se volessimo associare un NFA a questa grammatica potremmo procedere nel seguente
modo: per ogni non terminale creiamo un nodo e per ogni produzione creiamo una transizione. Facendo cio
otteniamo qualcosa come:

8.1 Da grammatica regolare a NFA equivalente

Teorema da grammatica regolare a NFA equivalente: Data una grammatica regolare G si puo costruire
un NFA N¢ equivalente

Le dimostrazioni di questi teoremi (questo e quello dopo) non sono vere e proprie dimostrazioni ma servono per
capire come fare gli esercizi

Dimostrazione: Non ¢ una vera dimostrazione e semplicemente illustrato come costruire I’NFA equiv-
alente. Sia G = (NT,T, R, S) una grammatica regolare, allora 'NFA Ng = (T,Q,9,S,{¢c}) (dove T ¢
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Palfabeto, Q) Uinsieme di stati, § la funzione di transizione, S lo stato iniziale e {€} lo stato finale) é definito
come segue:

« Q = NT U {¢e}, cioeé gli stati del’NFA sono i non terminali e lo stato € finale.

« Lo stato finale é lo stato ¢ mentre lo stato iniziale é dato dal simbolo (non terminale) iniziale S della
grammatica.

« La funzione di transizione ¢ definita come segue:
- Z €§(V,a) seV — aZ € R. Cioé esiste la transizione da nodo V' a nodo Z con carattere a se

esiste una produzione grammaticale dove V' si espande in aZ.

- €€ d(V,a) seV — a € R. Cioé esiste la transizione da nodo V' a nodo finale € se V ha una
produzione che non contiene non terminali, cioé termina Ii.

-e€d(Vye)seS —e€R.

Si puo poi dimostrare che:
S =6 w< (S,w) " (e€)

Cioé che la grammatica in n passi produce la stringa w se e solo se ’'NFA N¢ in n passi finisce nello stato finale
€ con la stringa in input vuota.

Esempio 8.1.1 (Da grammatica regolare a NFA). Consideriamo la seguente grammatica regolare:

A— aA|bB
B —bB|aC |a
C —aA|bB

con la tecnica data nella dimostrazione possiamo trovare 'NFA equivalente. Partiamo dal non terminale A:
a

~(W——()
@O O

Passiamo ora alle transizioni di B. Notiamo che B ha una transizione “finale” cioé che non contiene non
terminali (B — a), per implementarla faremo una transizione a verso un nodo finale ottenendo:
a b

Questo NFA é equivalente alla grammatica regolare data inizialmente.
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8.2 Da DFA a grammatiche regolari

( )

Teorema : Dato un DFA M possiamo definire una grammatica regolare Gy tale che:

LIM) = L(G)

4 )

Dimostrazione: La dimostrazione e un po il contrario di quella di prima visto che dobbiamo partire dall’automa
e generare la grammatica. Sia M = (£, Q, 6, qo, F') il DFA, allora la grammatica G (Q, %, R, qo) definita
nel seguente modo:

« Come non terminali ha gli stati del DFA.

« Per terminali ha I'alfabeto del DFA.

« Come simbolo iniziale ha lo stato iniziale del DFA.
« Le produzioni invece sono le seguenti:

— Per ogni 6(¢;,a) = q; abbiamo che ¢; — aq; € R, nel caso in cui g; € F avremo anche una
transizione ¢; — a € R.

@) e

Nel caso in cui q; sia finale aggiungiamo anche la transizione q; — a perché la transizione da g;
a g; puo essere "l'ultima’.

- Seq, € F alloraqgy — € € R.
Viene spesso usata una versione alternativa che usa semplicemente due regolare per creare la grammatica:
« Perogni §(g;,a) = q; abbiamo che ¢; — ag; € R
e« Seq € Fallorag— ¢ € R.

Si puo poi dimostrare che:
w € LIM] <= w € L(Gy)

Esempio 8.2.1 (Da DFA a grammatica regolare). Consideriamo il seguente DFA:
a

()
H
Usando la tecnica data nella dimostrazione otteniamo una grammatica regolare Gpy = ({4, B},{a},R, A)

dove R e dato da:

« Per la transizione 0(A, a) = B aggiungiamo la produzione A — aB in R. Inoltre visto che B é stato
finale dobbiamo aggiungere anche la transizione A — a.

o Per la transizione §(B,a) = B aggiungiamo la produzione B — aB in R. Visto che B é finale
aggiungiamo anche B — a.
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Otteniamo quindi che le nostre produzioni sono:

A—aBla
B —aBla

8.3 Grammatiche regolari ed espressioni regolari

Teorema : Il linguaggio definito da una grammatica regolare G € un linguaggio regolare, cioé é possibile
costruire un’espressione regolare S¢ tale che:

L(G) = L]S¢]

La dimostrazione di questo teorema non va fatta, ma il prof ha fatto vedere un idea di come dovrebbe essere fatta.
Da questa idea si capisce un po come vanno fatti gli esercizi in cui data una grammatica va trovata ’espressione
regolare “equivalente” (o anche dagli esercizi stessi si capisce).

Esempio 8.3.1 (Da grammatica regolare a regex). Sia data la seguente grammatica:

A—aB|e
B —bA|e

vogliamo trovare una espressione regolare S tale che L[G] = Sg. Per far cio facciamo come se le produzione
della grammatica fossero delle equazioni in un sistema e quindi, come nei sistemi, partiamo ricavando una

variabile (in questo caso partiamo da B):
Br~bA|¢

In questo caso non conoscendo il valore” di A riscriviamo semplicemente la produzione. Adesso cerchiamo il

“valore” di A sapendo gia quello di B:

A= aB|e
A= a(bAle) | € applicando una sorta di proprieta distributiva otteniamo:

A=abAla|e

Notiamo che nella prima produzione é presente A (il non terminale) ed é come se avessimo un ciclo, quindi
una sorta di stella di kleene, inoltre le ultime due produzioni sono finali, quindi nella regex finale saranno
concatenate, in alternativa I’'una all’altra, alla fine:

A% (ab)* (ale)

Esempio 8.3.2 (Linguaggio vuoto). Una grammatica regolare del tipo:
A—aA

non e equivalente all’espressione regolare (a)* poiché il non terminale A non puo essere mai eliminato com-
pletamente, e quindi non esiste nessuna stringa definita da quella grammatica. Cio implica che la regex equiv-
alente ¢ Sg = (. Possiamo anche vedere cio con I'NFA equivalente costruito tramite ’algoritmo dato un po
sopra, ottenendo:

Yole

Non essendoci cammini fra il nodo iniziale e uno finale riconosce anche esso il linguaggio vuoto.
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8.4 Riassunto equivalenza NFA, regex, DFA, grammatiche regolari

Regex

X ool b
var ar tcCoreina

Vai al teorema

Gram. reg.

NFA

Vai al tporema

Noi ol &
varartcorema

DFA

Tutto cio che abbiamo detto implica che tutti questi 4 formalismi diversi sono in realta equivalenti, cioé tutti
generano/riconoscono la stessa classe di linguaggi, i linguaggi regolari.

8.4.1 Costruire uno scanner

Detta questa equivalenza, per costruire uno scanner si parte da un’espressione regolare che viene trasformata in
NFA che a sua volta viene trasformato in un DFA. Il DFA finale sara poi ridotto di dimensioni cercando il DFA

minimo.
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Chapter 9

Minimizzazione DFA

Esempio 9.0.1 (Che cosa ¢ la minimizzazione). Supponiamo di partire con il seguente DFA:

O,
b

Questo DFA é equivalente all’espressione regolare (a|b)a*b(a|b)*. Indicheremo con L[N, qo] = (a|b)a*b(a|b)*
il fatto che usando il nodo qy come nodo iniziale il nostro DFA é equivalente a quell’espressione. Con L[N, q1]
indicheremo quindi il linguaggio riconosciuto dal DFA partendo da q; .

Possiamo dire che L[N, qo] = L[N, q1]? no perché la transizione da qo al resto del DFA ci garantisce che le
nostre stringhe abbiano il prefisso (a|b). Possiamo pero dire che L[N, q1] = L[N, ¢2] = a*b(a|b)*, vedremo
poi che questo implica che q1 e o sono nodi “equivalenti” e che possono essere fusi:

a a,b
—( 4o q1,42 q3

Questo DFA é equivalente a quello sopra ma si puo dimostrare essere minimo, vedremo bene poi come, ma lidea
¢ quella di verificare che L[N’ qo] # L[N', (q1,q2)] # L[N, q3] implicando che non ci sono nodi equivalenti
e quindi raggruppabili.

In questo capitolo vedremo appunto come andare a minimizzare un DFA qualsiasi, pero prima di ci6 va data la
seguente notazione:

( A
Definizione : Dato un DFA N = (X,Q, 0, qo, F') ¢ definita la seguente funzione:
5:QxY = Q
(¢.€) =¢q
d(q, za) = 6(0(q, ), a)

>

e quindi vale che: R
w € Ln] <= (qo,w) € F

A differenza della funzioneé degli NFA che restituiva un insieme di stati, la funzione ) per gli DFA, essendo
essi deterministici, restituira sempre un solo stato. Questa funzione rappresenta lo stato raggiunto con-
sumando tutta la stringa.
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9.1 Equivalenza (o indistinguibilita)

r

Definizione Equivalenza fra stati: Due stati q; e g2 di un DFA N sono equivalenti se:
Ve eX*. 0(q,z) € F <= (g, z) e F

Cioé se, ripresa la notazione dell’esercizio sopra, L[N, q1] = L[N, 2] (cioé il linguaggio riconosciuto da N
usando q1 come stato iniziale € uguale a quello riconosciuto da N usando go come stato iniziale).
In modo simile due stati q1 e g2 non sono equivalenti se:

Vee . (q,z) e FAN(q,z) ¢ F

o

0(q1,x) ¢ FAd(qa,x) € F

\.

J

L’idea che si usa per dire se due stati sono equivalenti e vedere se rispettano il requisito con stringhe x € ¥*
sempre piu lunghe, partendo dalla stringa piu corta (¢). In questo esempio useremo appunto questa tecnica.

Esempio 9.1.1 (). Considero il seguente DFA:

b

Partendo dalla stringa piu corta cerchiamo di andare a distinguere gli stati del DFA:

2 3

« Caso "¢”. La stringa € distingue tutti gli stati finali dai non finali, infatti visto che con € “non ci si muove”

se parto da uno stato finale finisco in uno finale, se parto in uno stato non finale finisco in un non finale.
Scrivo le coppie di stati distinti:

(4,D), (B, D),(C, D)

» Caso lunghezza 1. In questo caso ci sono due sotto casi possibili, la stringa a e b:

2 3 2 9

— Caso "a”. La stringa “a” distingue sicuramente C e B perché da C con “a” finisco in uno stato

finale, mentre da B no. Stesso ragionamento per A e C, otteniamo quindi:
(B,C),(C,A)

— Caso "b”. "b” non distingue nulla infatti sia da A, sia da B sia da C' resto sempre in uno stato non

finale.

« Caso lunghezza 2. Qua ci sono 4 casi distinti, "aa’, "ab’, "ba’, "bb” ne faccio solo due di questi perché si
vedra che non distinguono nessuno loro.

— Caso “aa” Da A con “aa” finisco in B, da B con “aa” finisco in B (quindi A e B sono non sono
distinti), da C' con “aa” finisco in B. Quindi con “aa” non distinguo nulla.
— Caso "ab”. Da A con "ab” finisco in C, da B con "ab” finisco in C, da C' con “ab” finisco in C.

Nessuno e stato distinto.

Vedremo poi dopo che quando in un passo nessuno é stato distinto si puo terminare, quindi terminiamo
qua.
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Dalle nostre coppie possiamo dire che solo la coppia (A, B) non é mai stata distinta, quindi loro due sono

equivalenti e li possiamo fondere insieme ottenendo:

a b

()

9.2 Relazione di equivalenza

( A

Definizione : Dato un DFA M = (X, Q, 0, qo, F') definiamo una famiglia di relazioni:
~CQxQ
(cioé dove ogni relazione é un insieme di coppie di stati) e la definiamo nel seguente modo:

~=F X FU(@Q\F)x(Q\F)
@ ~irl @2 = VaeX 6(qi,a) ~i 6(q2,a)

Notiamo che il secondo punto é la stessa cosa che dire questo:

G ~ip1 o = Vr e X* conlz| <i+1, §(q,z) € Fssed(q2,z) € F
\ )

La relazione di equivalenza é quindi una approssimazione dell’equivalenza fra stati cioe ~; indica gli
stati che sono equivalenti fra loro con stringhe lunghe massimo i. Idealmente quindi due stati sono equivalenti
se:

lim g1 ~; ¢
11— 00

Ragionando invece sulla costruzione della relazioni notiamo questo:

« La relazione ~ é definita come tutte le coppie di stati finali piu tutte le coppie di stati non finali, questo
perché ~( rappresenta gli stati che sono equivalenti con stringhe di lunghezza zero (cioé solo €), e come
avevamo visto nell’esempio sopra erano solo quelle coppie.

« La relazione ~;;1 € definita come le coppie di stati che facendo un qualsiasi (quindi per ogni carattere
dell’alfabeto) passo di uno arrivano ad due stati che sono equivalenti ~;. Nota diventa i invece che 7 + 1
perché 1 carattere dell’input € stato consumato col primo salto.

9.2.1 Osservazioni
Oltre alle considerazioni sopra se ne possono fare altre:
« Ogni coppia identica (g, ¢) fa parte di ~, cioé uno stato & sempre equivalente a se stesso.
« Valgono le proprieta di simmetria, riflessivita e transitivita. La transitivita vuol dire che se g1 ~; g2
g2 ~; gs allora ¢1 ~; gs.

« E’ sempre vera la relazione:
~it1E

Questo percheé la relazione ~; 1 € piu restrittiva di quella ~;, infatti se g1 ~;4+1 g2 vuol dire che ¢ e g2
sono equivalenti per stringhe di lunghezza massimo ¢ + 1, ma questo include anche quelle ¢, quindi deve
rispettare i requisisti di ~; piu quello per le stringhe di lunghezza i + 1.

+ Se esiste un k tale per cui ~p=n~ allora vale anche che Vj > k ~j;=~y, cioé dopo un certo k la
relazione non cambia piu. Inoltre questo k sara sempre minore di | ~q | perché il caso pessimo é quello in
cui elimino una coppia ad ogni passaggio, e il numero di coppie iniziali & dato appunto da | ~q |.
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Esempio 9.2.1 (). Proviamo a minimizzare il DFA seguente:

0
0
1 1

0

vy

Costruiamo ora Uinsieme ~ come per definizione:

~o={(4,4), (A, B), (A, F),(B, B), (B, A), (B, F), (F, ), (F, A), (F, B)}
U
{(¢,0), (¢, D),(C,E),(D,D),(D,C),(D, E),(E, E),(E,C), (E, D)}

Procediamo ora per costruire I'insieme ~, per velocizzarci controlliamo solo le coppie in ~ e ovviamente non
quelle identiche (tipo (A, A)) (con controllare intendo fare quello fatto nell’esercizio di sopra, per adesso solo
con stringhe di lunghezza 1 70” e ”17). Otteniamo:

~1= {(A7A)> (A, B)a (B>B)7 (BvA)> (F7 F>7 (07 C), (07 D), (C, E)? (DvD)7 (D7C)7 (D>E)7 (E7E)7 (E,C), (EvD)}

Non ho voglia di scriverlo ma ~o=r1 quindi possiamo terminare qua e ridisegnare il DFA. Gli stati equiv-
alenti sono quindi quelli che non compaiono nelle coppie quindi (A, B), (F'), (C, D, E). Otteniamo quindi:
0
0

—

Qua é semplice anche dire la regex associata che é 0*10%, inoltre lo stato F' rappresenta uno stato di errore a
cui si arriva con stringhe del tipo 0*10*1(0|1)*.

0,1

9.2.2 Tabella di equivalenza

Le tabelle di equivalenza sono uno strumento per rendere piu veloce e algoritmico la creazione della relazione
di equivalenza di un DFA. Ripetiamo I’esercizio di prima:

Esempio 9.2.2 (). Prima di tutto costruiamo una tabella con solo delle coppie che non sono identiche (quindi
niente (A, A)), per far cio la costruiamo a scaletta (dopo vedremo che sia l'ordine degli stati é importante).

o T g O W
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Adesso, come prima, andiamo a controllare quali coppie di stati sono distinti con stringhe di lunghezza i, met-
tendo una x; nella cella corrispondete alla coppia.

B
C i) To
D o i)
E o Zo
F

Zo i) o
A | B C| D | E
Poi marchiamo con x1 le coppie di stati distinti da stringhe di lunghezza 1. Ovviamente non dobbiamo ricon-
trollare le coppie marcate x. Otteniamo:

B
C o i)
D o Zo
E i) Xo
F

T T ZTo i) ZTo
A| B | C|D|E
Come prima ci si puo fermare all’iterazione 1. Gli stati equivalenti saranno quelli non ancora marcati, quindi
(A,B),(C,E, D).

9.3 Algoritmo per minimizzazione

L’algoritmo si di minimizzazione di un DFA attraverso la tabella di equivalenza.

Algorithm 3: Minimizzazione di un DFA

Costruire la tabella a scala;
Marcare con xo ogni coppia (q1, g2) tale che uno sia finale e I’altro no;
1:=1;
b := true;
while b do:{
b:= false;
per ogni coppia non marcata (qi, g2) {
if (3a € ¥ con (6(q1,a), (g2, a)) gia marcati) {
marca (g1, ¢2) con ; ;
b := true;

I

}
}

Chiamiamo J I'insieme delle coppie non marcate;
La relazione di equivalenza ~ ¢ data da ~= J U {(q2,¢1) | (¢1,¢2) € J} U{(q,9) | ¢ € Q};

O N AT R W N =

-
N = O

1+ 1;

e e e
(- NS, B )

Vediamo un po cosa fa I’algoritmo:

« Il valore di b ci indica se c’é stata almeno una modifica al passo i-esimo, se non c’é stata possiamo fermarci
(in base a quello che avevamo visto sopra).

+ Ad ogni iterazioni controlliamo ogni coppia non ancora marcata. Se facendo un passo da ogni stato della
coppia arriviamo ad una coppia di stati che sono marcati (cioe che sappiamo gia essere distinti) allora
anche la coppia iniziale & distinta e quindi la marchiamo.

« Larelazione di equivalenza finale é data dalle coppie non marcate unito all’insieme delle coppie non mar-
cate ma al contrario (perché marchiamo (gs, ¢1) € non (g1, g2) ma li vogliamo entrambi) e le coppie iden-
tiche.

Teorema correttezza: Dato un DFA M = (X, Q, d, qo, F) I'algoritmo della tabella a scala termina, inoltre
due statip e q sono distinguibili se e solo se la casella (p, q) (o la casella (q, p)) é marcata.
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Dimostrazione: La dimostrazione della terminazione é ovvia, infatti esiste sempre un k tale che ~p=rv1
(Valgoritmo termina proprio quando trova quel k). Per il resto del teorema dividiamo il se e solo se:

« =) (cioeé se p e q sono distinguibili allora la casella é marcata). Se p e q sono distinguibili allora 3z €
* | 8(p,x) € F Ad(q,x) ¢ F (o anche il contrario, cioé (p,z) ¢ F e d(q,z) € F). Se prendo
k = |x| allora abbiamo di sicuro che (p, q) ¢~y cioé (p, q) viene marcata entro literazione k (non mi
sembra una vera e propria dimostrazione ma vabbe).

+ <). Non so cosa dica in questo punto.

9.4 Automa minimo

r

~\

Definizione: Datoun DFAM = (X, Q, 9, qo, F'), automa minimo equivalente M,;r, = (3, Qumin, Omin, (o)} Frnin)
e dato da:

« Gli stati Quin = {[g] | ¢ € Q} dove [q] = {¢' € Q| ¢ ~ ¢}, cioé sono tutte le classi di equivalenza

degli stati di M.

« La funzione di transizione é 6, ([q], @) = [0(q, a)], cioé la mossa di carattere “a” partendo dal nodo
[q] (classe di equivalenza di q) é data dalla classe di equivalenza del nodo a cui arriverei con mossa “a”
partendo da q.

« Lo stato iniziale ¢ la classe di equivalenza dello stato iniziale del DFA.

« Lo stato finale é definito come F;,, = {[q] | ¢ € F'} cioé Uinsieme delle classi di equivalenza di tutti gli
stati che sono finali.

Teorema correttezza: Datoun DFA M = (X,Q, 9, qo, F'), l'automa Mp,in = (2, Qmins Omin, [90], Fmin)
riconosce lo stesso linguaggio di M ed ha il numero minimo di stati fra gli automi deterministici che riconoscono

questo linguaggio.
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Lex e Yacc

10.1 Lex generatore di analizzatori lessicali

Lex e un software generatore di analizzatori lessicali (un analizzatore lessicale prende in input un testo e genera
una lista di token). Lex € un programma che:

« Prende in input un file di tipo ”.1” contenete un’insieme di definizioni regolari, e delle espressioni regolari
con delle corrispondenti azioni.

+ In output restituisce un programma in C che realizza ’automa riconoscitore e che associa ad ogni espres-
sione regolare la sua relativa azione.

file ”1” analizzatore lessicale in ¢ analizzatore lessicale eseguibile
—_ Lex Compilatore C

10.1.1 Come é fatto un file di input Lex
Un file input in Lex é diviso in 3 parti:
« Dichiarazioni, cioé delle definizioni regolari.

« Regole. Le regole sono una coppia di espressione regolare e azioni. Quando un lessema ¢ riconosciuto da
un’espressione regolare eseguo ’azione corrispondente.

« Funzioni ausiliarie. Servono per evitare di scrivere funzioni complesse nel campo azione e magari per
riusabilita.

Esempio 10.1.1 (Dichiarazioni e regole). Degli esempi di dichiarazioni possono essere:

cifra[0—9]
cifre [0 — 9]
ide [a— zA—Z]([a—zA—Z] | [0 —9])*

dove ad esempio ide sta per identificatori é la regex indica che devono iniziare con una lettera (sia minuscola
sia maiuscola) e poi dopo possono contenere anche numeri. Esempi di regole invece possono essere:

{cifre} {printf(” < NUM,%s > ", yytext);}
{ide} {printf(” < IDE,%s > 7, yytext);}
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Notiamo che la variabile “yytext” contiene il testo che ha fatto match con la regex. Queste due regole fanno
scrivere il token relativo ad un numero se leggiamo un numero o relativo all’ide nel caso di un identificatore.

10.1.2 Funzionamento del programma dato in output

Il programma dato in output da Lex implementa semplicemente un DFA che riconosce I'insieme delle espressioni
regolari contenute nelle regole. La sua esecuzione si divide principalmente in 3 passi:

« Scorre il testo sorgente cercando una stringa che matcha con un’espressione regolare. Nel far cio cerca
sempre di :

— Fare il match piu lungo possibile (perché senno se avessimo un pattern che ha un altro pattern
come prefisso il primo non verrebbe mai matchato perché l'altro fa match piu velocemente).

— Nel caso invece di pattern che sono casi particolari di altri si matcha il primo in elenco (guarda
I’esempio sotto per capire) (questo fatto fa in modo che nei file .1 le parole riservate vadano prima di
tutto, senno invece di rilevare parole riservate rilevo tipo identificatori).

+ Quando riconosce un lessema esegue ’azione della regola che ha fatto match.

« Se I'input non corrisponde a nessun pattern allora lo lascia inalterato e segnale errore al gestore degli
errori.

Esempio 10.1.2 (). Prendiamo come insieme di regole le seguenti:

Py Aa}{printf("2”);}
Py, {abb} {printf("K”);}
Py {a*b"} {printf(°Y”);}

Notiamo che Py ¢ prefisso di Py perché la stringa “a” fa match con Py ma é anche linizio di Py. Abbiamo
inoltre che P3 ¢ un caso particolare di Py quando abbiamo a'b?, in questo caso si riconosce sempre il primo in
elenco.

Con un input di "babba” il programma stampera ”Y” ’K” ”Z” perché b viene riconosciuta da Ps, “abb” da Ps e
"a” da Py.

Ma come implementa I’automa per riconoscerlo? Prende i tre automi separati di P1, P», Py e li mette insieme

in un unico NFA:
~(o (2 )(0)

Quello che fa ora e una sorta di simulazione di un DFA andando a creare una tabella che appunto simula il
comportamento del DFA. A differenza di un DFA questa tabella non rispetta i vincoli che ogni stato deve avere
ogni possibile mossa, quindi nel caso in cui si arrivi ad un punto morto (cioé senza mosse) si fa backtracking.

Stato a b | pattern riconosciuto azione
0137 | 247 | 8 nessuno nessuna
247 7 58 P printf("Z”);
8 - 8 P printf(”’Y”);
7 7 8 nessuno nessuna
58 - 68 P printf("Z”);
68 -8 P, printf(’K”);

Quindi nel caso del input “babba” partendo dallo stato 0137 facciamo la transizione “b” e finiamo nello stato

3 5

8. Visto che lo stato 8 non ha transizioni “a” mi fermo e vedo che il pattern riconosciuto é Ps e quindi stampo

2 3

”Y”. Ora Uinput é abba” partendo ad 0137 leggo “a” vado nello stato 247, da 247 leggo “b” e vado nello stato
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3 _ 3 3 _ 3

58, da 58 leggo “b” e vado nello stato 68, da 68 leggo “a” e mi fermo e quindi stampo "K”. In input resta solo "a

2 9

quindi da 0137 leggo “a” e vado in "247” e mi fermo stampando "Z”.

10.2 Utilizzo di Yacc

In realta 'analizzatore lessicale generato da Lex non viene utilizzato in modo indipendente ma viene
utilizzata come sub routine dell’analizzatore sintattico generato da Yacc (che ¢ appunto un generatore di
analizzatori sintattici), come nel seguente schema:

Analizzatore lessicale

yylex() Token

Analizzatore sintattico

L’analizzatore lessicale viene usato dall’analizzatore sintattico quando ha necessita di un nuovo token attraverso
la funzione “yylex()” che restituisce il token successivo (in realta restituisce il nome del token, mentre il token
vero € in una variabile condivisa). Quindi non I’analizzatore lessicale non viene eseguito una volta per tutte, ma
la sua esecuzioni & “on-demand”.
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Chapter 11

Proprieta algoritmiche dei linguaggi
regolari

Vedremo in questo capitolo una proprieta dei linguaggi regolari che ci permettera di dire se un linguaggio libero
€ anche regolare o no. Infatti un linguaggio regolare & sicuramente anche un linguaggio libero, ma non vale il
viceversa, se infatti “disegniamo i due insiemi” otteniamo:

Esempio 11.0.1 (Linguaggio libero non regolare). Prendiamo come esempio il seguente linguaggio:
L={a"b"|n >0}
Questo linguaggio e sicuramente libero, infatti é generato dalla grammatica:
S — €| aSbh

ma si puo dimostrare non essere regolare. L’idea dietro il perché non ¢ regolare é che i linguaggi regolari non
sono in grado di contare infinitamente (infatti ci possiamo aspettare un numero infinito di “a” e “b”), se invece
ponessimo un limite ad n sarebbe un linguaggio regolare. L’automa seguente ci fa capire cio:

a a a a a
—( Qo q1 q2 s dn

b b
b ( ) b b b
“e T’n_l

Questo automa ci fa capire infatti come noi dovremo avere tanti stati q e r quanto € il numero massimo
che n puo assumere, ma visto che é infinito ne dovremmo avere infiniti. Invece un linguaggio come L' =
{a™b™ | n,m > 0} é sia libero sia regolare perché qua n e m sono indipendenti fra di loro e quindi non ci
bisogno di contare, infatti corrisponde alla regex a*b*.
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11.1 Pumping lemma

7

Teorema Pumping lemma: Se L ¢ un linguaggio regolare, allora AN > 0 tale che Vz € L con |z| > N,
Ju, v, w tali che:

z = uvw
|luv| < N
o] > 1

Vk >0 ww e L

Inoltre N e minore o uguale al numero di stati dell’automa minimo che accetta L.
J/

|

Quello che ci dice questo teorema € che per i linguaggi regolari esiste sempre un valore N tale che ogni stringa
del linguaggio piu lunga di NV & composta da tre elementi, di cui uno, quello centrale, ripetibile quante volte si
vuole (rimanendo dentro il linguaggio). Dalla dimostrazione si capisce anche meglio 'intuizione dietro a cio.

e

Dimostrazione: Sia N = |Qy| dove M ¢ il DFA minimo che accetta il linguaggio L. Sia z = ajas...ay € L
conm > N. Avremo quindi che il nostro DFA M ha un cammino del genere:

questo perché la stringa z é accettata dal DFA e quindi deve esistere un cammino da stato iniziale a stato finale
con transizioni nell’ordine a1, as, ..., Gy Notiamo che il cammino é dato dam + 1 > N stati ma cio implica
che 3i, j(i # j) tale che g; = q;. Quest’ultima cosa é vera perché abbiamo detto che 'automa ha N stati e il
nostro cammino m + 1 > N quindi almeno uno si deve ripetere per forza. Possiamo quindi vedere il nostro
cammino come:

Visto che i # j abbiamo che v = a;41...a; € tale che [v| > 1. Notiamo che la condizione |uv| < N ¢
valida visto che il ciclo inizia al nodo i-esimo ma sappiamo che ¢ < N, inoltre questa condizione ci dice che,
nonostante ci possano essere piu cicli nel nostro cammino, il ciclo di v sara sempre il primo che incontriamo.
Notiamo anche come la condizione finale Vk > 0 wuv*w € L ¢ valida, perché possiamo percorrere k volte il
ciclo di v e finché poi viene seguito dalla stringa w arriveremo sempre al nodo finale.

|\

Si possono fare varie osservazioni su questo teorema:
« Se L ¢ finito allora non esiste nessuna z € L con |z| > N e quindi deve valere che la premessa ¢ falsa.

« Se dz € L con |z| > N allora ’automa che riconosce il linguaggio riconosce un linguaggio infinito.

11.1.1 Come usare il pumping lemma per dire se un linguaggio non é regolare

Prendo il pumping lemma otteniamo che se un linguaggio é regolare allora il pumping lemma vale. Ma se
avessimo che per un linguaggio vale la negazione del pumping lemma allora il linguaggio sara sicuramente non
regolare. Dobbiamo pero sapere la negazione del pumping lemma:
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|\

Teorema negazione pumping lemma: SeVN >0 3z € L con |z| > N tale che:

Yu, v, w se:
zZ = uvw
luv] < N
ol > 1

allora 3k > 0 tale che uv™w ¢ L

allora L non é regolare.

Esempio 11.1.1 (). Vogliamo dimostrare che L = {a™b™ | n > 1} non é regolare. Per farlo fissiamo un
N > 0 generico (infatti dobbiamo dimostrarlo VN > 0). Scegliamo poi z = a™b", notando che |z| > N e
quindi va bene per il teorema.

Scegliamo tre u, v, w generici tali che:

z = uow
|luv| < N
o] > 1

Visto che [uv| < N abbiamo che siau siav siano sole "a” (perché la stringa z ha N “a” iniziali) e quindiv = a’
conj>leu= aN =7 . Dobbiamo trovare adesso un k > 0 tale che uv w ¢ L. Prendiamo k = 2 (si puo
prendere in questo caso qualunque k > 2) e vediamo che la stringa uv?w ¢ L perché uv?w = a™¥ =7a? bV =
aN N ma sappiamo che a¥TIbN ¢ L perché dovremmo avere che N +j = N maj > 1 e quindi L non é
regolare.

Esempio 11.1.2 (). I linguaggio L = {a”2 | n > 0} (cioé n é un quadrato perfetto) € regolare? no e per
dimostrarlo facciamo lo stesso ragionamento di prima. Non riscrivo tutta la cosa iniziale. Prendendo z = a™ ’
possiamo dire che |z| > N.

Prendiamo u, v, w con le solite proprietd e prendiamo k = 2. Dobbiamo dimostrare che uv?w ¢ L cioé che
|uv?w| non é un quadrato perfetto. Sappiamo che |uv?w| = |uvw| + [v| = N2 + |v| per trovare il valore
di v usiamo le due proprieta del teorema (|luv| < N e che |v| > 1) ottenendo che 1 < |v| < N. Ma quindi
otteniamo che:

N2+ o] < N2+ N<N?24+2N+1=(N+1)32

Ma quindi |uv?w| é in mezzo a due quadrati perfetti (N? < |uv?w| < (N + 1)?) e quindi non puo essere lui
stesso un quadrato perfetto e quindi uv*w ¢ L e quindi L non ¢é regolare.

11.2 Altre proprieta dei linguaggi regolari

7

Teorema : La classe dei linguaggi regolare é chiusa (chiusa vuol dire che se prendo due linguaggi regolari e
applico una di queste 5 operazioni il risultante é un linguaggio regolare) per:

« Unione.

« Concatenazione.

« Stella di kleene.

« Complementazione.

« Intersezione.
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Dimostrazione: Dividiamo in fasi la dimostrazione:

« La prima, seconda e terza operazione sono ovvie che sono chiuse, perché deriva dal fatto che quelle tre
operazioni (unione, concatenazione e stella di kleene) hanno delle operazioni identiche nelle espressioni
regolari (cioé siano L1, Lo regolari allora esistono s1, so regex tali che Ly = L[s1] e Ly = L][s2] e sia

L3 = Ly U Ly si puo dire che é regolare perché Ly = L[s1|s2]).

« La complementazione invece & chiusa perché dato un DFA M = (¥, Q, 6, qo, F') tale che L = L[M]
possiamo costruire il DFA M = (£, Q, 6,0, Q \ F') tale che L = L[M]. infattiw € L[M] se e solo se

w ¢ L[M]. Nota infatti che vale:

L[M)] = 9%\ L|M]

« L’intersezione deriva dalla legge di De Morgan:

L[M;y] 0 L[Ma] = L[M] U L[ Ma]

e visto che sia la negazione sia [’'unione sono chiuse anche Uintersezione lo é.

| J/

La chiusura per intersezione puo essere usata per dimostrare che un linguaggio non é regolare in questo modo:

LN Lyeg = Lpon—reg = L non ¢ regolare

2 3

Esempio 11.2.1(). L = {w € {a,b}" | inw occorrono tante “a” quante b} e regolare? se lo fosse allora
il linguaggio:
L'=LNna*b*={a"b" | n >0}

dovrebbe essere regolare, ma abbiamo dimostrato non esserlo e quindi L non é un linguaggio regolare
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Automi a pila

I linguaggi liberi sono una classe piu generale di quella dei linguaggi regolari, infatti nella grammatica di un
linguaggio libero sono ammesse tutte le produzioni del tipo:

Voa ac(TUND)”
Mentre nei linguaggi regolari erano ammesse solo le produzioni del tipo:

VsaW WeNT acT
V—oa aeT
S —e

Per riconoscere i linguaggi liberi si utilizzano degli automi particolari chiamati automi a pila (PDA), di essi se
ne possono trovare di due tipi:

« Non deterministici che riconoscono i linguaggi liberi ma sono poco efficienti e quindi poco utili per
realizzare compilatori.

« Deterministici che invece riconoscono solo una classe di linguaggi liberi detti linguaggi liberi deter-
ministici. Questi sono pero piu efficienti e quindi piu usati.

12.1 Analisi sintattica

L’analisi sintattica si occupa di generare un albero di derivazione data una lista di token.

Lista di token Albero di derivazione
Parser

Il parser sara creato a partire da una grammatica libera.

12.2 Automi a pila

( )

Definizione : Un automa a pila non deterministico (PDA) € una 7-upla del tipo (X, Q,T', 9, qo, L, F') dove:
« X e un alfabeto finito.
« () ¢ un insieme finito di stati.
« I' e un insieme finito di simboli sulla pila.
« 1 €T eil simbolo iniziale sulla pila.

« F C @Q ¢ linsieme degli stati finali.
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+ 0 € la funzione di transizione del tipo:
0:Qx (ZU{e}) xI' = p(@Q xI')

Notiamo quindi che la funzione di transizione prende in input una tripla: stato, simbolo letto (che viene
consumato o, nel caso di €, no), simbolo in cima alla pila. Restituisce poi un’insieme (e quindi non é
deterministico!) di possibili stati di arrivo. Questi stati di arrivo sono caratterizzati dallo stato in cui

arrivo piu lo stato, dopo la transizione, della pila. Sulla pila puo essere scritta una stringa qualsiasi.
\ J

E’ non deterministico perché, come gia detto sopra, abbiamo che la funzione di transizione punta a piu stati cioe:
|6(g,0,A)| puo essere > 1

ma non solo: anche il fatto che mosse epsilon sono accettate mantiene ’automa non deterministico, infatti
possiamo avere, dato uno stato un simbolo b € X e una pila, che sia possibile sia una mossa epsilon sia una
mossa b.

Gli automi a pila introducono quindi una pila che ha le seguenti proprieta:

+ Puo crescere senza limiti.
+ Sipuo leggere solo 'elemento top della pila.

« Si puo rimuovere solo I’elemento top della pila (in realta sia questa sia quella di prima sono restrizioni che
poi non si usano sempre).

« Puo inserire un elemento in testa.

12.2.1 Problemi che risolvono i PDA rispetto ai DFA/NFA

Quali sono i problemi dei DFA/NFA che non permette il riconoscimento di un linguaggio libero? Il problema
principale € che non hanno memoria e quindi sono incapaci di tener traccia di elementi.

Esempio 12.2.1 (Problema dei DFA/NFA). Prendiamo il linguaggio L = {ww”™ | w € {a,b}"}, L élibero
poiché e generato dalla grammatica:

S —e|aSa|bSh

notiamo infatti che non rispetta il vincolo dei linguaggi regolari ( nelle produzioni possibili di essi infatti non
c’é nessuna con un non terminale seguito da un terminale). In questo caso un DFA/NFA dovrebbe essere in
grado di ricordarsi la prima parte w per poi poterla confrontare con la seconda parte.

L’automa a pila é invece in grado di riconoscerlo perché, grazie alla pila, € in grado di memorizzare la porzione
iniziale dell’input.

12.2.2 Transizioni di un PDA

Come per gli NFA/DFA andiamo a dare le definizioni di tre elementi: configurazione, mossa e cammino.

( 3

Definizione transizione istantanea o configurazione: Viene detta transizione istantanea o configu-
razione una tripla del tipo:
(¢, w,B) doveg e Q,w e X",

Questa configurazione mi dice quindi lo stato completo del PDA cioé sia lo stato attuale (q), sia l'input non
ancora letto (w) e sia la stringa presente sulla pila (3).
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Definizione mossa: Una mossa € una coppia (premessa, azione) (?) del tipo:

(¢'sa) € 6(g,a, X)

(qaaw7X6> l_N (ql7w7a6> aEE
(¢, a) € (g, ¢, X)
L (Q7w7XB) |_N (q/,U),O[ﬁ) o )

"Leggendo la prima mossa a parole” ci dice: se abbiamo che (partendo da g, leggendo a e nella pila X arriviamo
allo stato ¢’ con « sulla pila) allora se siamo nella configurazione con stato ¢, input da leggere aw e sulla pila
abbiamo X [ allora “transitiamo” sulla configurazione con stato ¢, con input da leggere w (abbiamo consumato

»_ %

a”) e sulla pila a3 (cioé abbiamo sostituito X con «).

( 3

Definizione computazione/cammino: Una computazione o cammino ¢ semplicemente la concatenazione
din mosse, cioe la chiusura riflessiva (caso 0 mosse) e transitiva (caso n mosse) della mossa.

(q,w, B) Fx (¢;w,B)
(q7w7 5) |_7\[ (q/uw/v BI) '_N (q”a wuvﬁ//)
(Qaw76) l_j(\f (q//aw/l76//)

12.3 Linguaggio accettato da un PDA

Ci sono due modi diversi per definire quando una stringa € riconosciuta da un PDA:

« Per stato finale, cioé una stringa e riconosciuta se ¢’¢ un cammino che porta a stato finale (della pila
finale non ci interessa):

LIN] ={w € ¥* | (go,w, L) Fy (q,€,&) con g € F'}

« Per pila vuota, cioé una stringa e riconosciuta se ¢’e un cammino che porta ad una configurazione con la
pila vuota:
P[N] = {U.) ex” ‘ (QO7w7J—) '77\7 (q,E,f)}

Notiamo che, per un generico PDA N, vale che:
LIN] # P[N]

¢io non vuol dire che siano sempre diversi, ma che generalmente lo sono.

12.3.1 Esempi di PDA

Esempio 12.3.1(). Dato il linguaggio L = {wwR | w e {a, b}*} vogliamo costruire un PDA che lo riconosca
(non scrivo la costruzione perché non sappiamo ancora farla). Il PDA seguente funziona:

a,X/aX a,afe
e, X/X e, L/e
— SO Sl @
b, X/bX b,b/e

3

Dove una transizione etichettata come a, X /aX si legge come: leggo un carattere "a”, lo stato della pila pre
mossa e X e dopo la mossa aX (quindi metto il carattere nella pila). Questo PDA funziona perché nello stato
So riceviamo tutta la parte dell’input relativa ad w e ce la salviamo nella pila poi, in modo non deterministico
(perché le mosse epsilon sono non deterministiche e quindi implicano il back tracking), ci spostiamo nello stato

2

S1 che andra a matchare caratteri solo se sono quelli che stanno in w't (infatti accetta "a” solo se c’é anche
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nella pila). Quando la pila é vuota va nello stato finale, quindi avremo anche che:

Esempio 12.3.2 (). Dato il linguaggio L = {wcw® | w € {a,b}"} costruiamo il PDA associato.

a,l/la a,afe

(2)=5()
H

b, L/Lb b,b/e

Questo PDA per funzionare fa in modo che il simbolo | venga tenuto in cima nello stato gy mentre sara proprio
la transizione verso lo stato q; che consumera questo 1. quando in input leggiamo c.
Notiamo che in questo caso:

LIN] # P[N]

poiché 'automa N per stato finale riconosce il linguaggiowcy dovey é un prefisso diw® (infatti quando siamo
in q1 niente vieta di fermarci) mentre per pila vuota riconosciamo correttamente il linguaggio L. Possiamo
comungque costruire un PDA alternativo che funziona anche per stato finale:

a,l/la a,afe

€,2/17Z e, L/e €,7]e Q
—| 4o a1 42 UE]

b, L/Lb b,b/e

Che agisce quasi identicamente a prima solo che aggiungiamo un simbolo iniziale della pila Z che indica
quando abbiamo finito di leggere la stringa w't. In questo caso:

12.3.2 Classe di linguaggi riconosciuta per pila vuota e per stato finale

4 )

Teorema : La classe dei linguaggi riconosciuti per stato finale € uguale a quella per pila vuota. Infatti vale
che:

« Se L = P[N] allora possiamo costruire N’ tale che L = L[N'].
« Se L = L[N] allora possiamo costruire N’ tale che L = P[N’].

Dimostrazione: Dimostriamo punto per punto:

« Abbiamo un PDA N che riconosce per pila vuota possiamo costruire il seguente PDA N’ che riconosce
per stato finale:
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dove i nodi “bianchi” sono i nodi in cui ci aspettiamo che il nostro PDA riconosca per pila vuota, li
rendiamo quindi “finali” facendoli fare, nel caso di pila vuota, una transizione verso uno stato finale.

« Abbiamo un PDA N che riconosce per stato finale possiamo costruire il seguente PDA N' che riconosce
per pila vuota:

dove i nodi “bianchi” sono i nodi in cui ci aspettiamo che il nostro PDA riconosca per pila vuota, li
rendiamo quindi “finali” facendoli fare, nel caso di pila vuota, una transizione verso uno stato finale.

12.4 Come ottenere un PDA da una grammatica libera

Prima di dare I'idea di come costruire un PDA enunciamo il seguente teorema che, nella dimostrazione, conterra
anche il metodo per ottenere un PDA da una grammatica libera.

( )

Teorema : Un linguaggio L é libero da contesto se e solo se é accettato da un qualche PDA.
\\ J/

(" )

Dimostrazione: Se L ¢ libero allora 3G = (NT,T, R, S) libera tale che L = L(G). Costruiamo poi il PDA
N = (T,{q},TUNT,0d,q,5,0) (dove T ¢ I'alfabeto dei simboli in input, q ¢ ['unico stato, T U NT sono i
simboli che possono stare sulla pila, () ci dice che non ci sono stati finali, infatti riconosciamo per pila vuota).
Costruiamo poi la funzione di transizione ¢ in questo modo:

5(q,6,A)={(¢,8) | A=~ BER} VAENT
5(q,a,a) ={(q,¢)} VaeT

Queste transizioni hanno il compito di simulare una derivazione canonica sinistra (infatti espando sempre il
non terminale sul top che corrisponde a quello pit a sinistra). Si puo poi dimostrare che:

S="w sse ((Lwas) }_}k\/ (q,e,e)

|\ J

L’idea dietro alla costruzione del PDA é che per ogni produzione della grammatica faccio delle transizioni epsilon
che sostituiscono un non terminale con una sua produzione. Poi dopo faccio delle transizione per consumare la
pila in cui consumo i terminali che si sono accumulati sulla pila. Mentre lo stato ¢ solo uno e il PDA riconoscera
per pila vuota.

Questo tipo di metodo viene detto top-down perché partendo dal simbolo iniziale (che si deve trovare sulla pila
all’inizio) andiamo a ricreare 1’albero di derivazione.
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Esempio 12.4.1 (Da grammatica a PDA). Supponiamo di avere la seguente grammatica:
S —aSh|e

e di volere trovare un PDA che la riconosca, seguendo la costruzione scritta sopra creiamo prima le transizioni
per le produzioni della grammatica:

€,5/aSh

€,5/€

Poi aggiungendo le transizioni di "consumo” (o di match penso le chiami il prof):

b,b/e
€,5/aSb

a,afe e.5/e
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Proprieta linguaggi liberi

13.1 Proprieta di chiusura

4 )

Teorema : [ linguaggi liberi sono chiusi per:
« Unione. Cioé siano L1, Lo due linguaggi liberi allora il linguaggio Ls = L1 U Lo € ancora libero.

« Concatenazione. Cioé siano L1, Lo due linguaggi liberi allora il linguaggio Ls = L - Lo € ancora
libero.

« Ripetizione. Cioé¢ sia Ly un linguaggio libero allora Ly = (L1)* ¢ esso stesso linguaggio libero.

s N

Dimostrazione: SiaL; = L(G1) conGy = (NT1,T1, Ry, S1) esiaLs = L(G3) conGy = (NTs, Ts, Ra, So
(assiumiamo poi che NTiNNTy = () cioé¢ non hanno non terminali in comune). Dimostriamo che le operazioni
elencate sopra sono chiuse:

« Unione. Sia L(G) = Ly U Ly possiamo dire quindi che:
G = (NTl UNTy, U {S},Tl UTs, S,Ri URy U {S — Sl|52})

cioé la nuova grammatica libera é una grammatica in cui i non terminali sono tutti i non terminali di
G piu quelli di G5 insieme ad un nuovo non terminale S che sara anche il simbolo iniziale, questo
carattere iniziale avra solo una produzione S — S1|Ss.

« Concatenazione. Sia L(G) = Ly - Lo dove:
G = (NT1 UNTy U{S}7T1 UTQ,S,Rl URs U {S — 5152})

Come prima semplicemente aggiungiamo un simbolo iniziale con un’unica produzione di tipo concate-
nazione.

« Stella di kleene. Sia L(G) = (L1)* allora:
G = (NT1 U {S} ,Tl,S, R1 U {S — SlS|e})

dove di nuovo aggiungiamo un simbolo iniziale con una produzione che ci effettua la stella di kleene.

13.1.1 Ilinguaggi liberi non sono chiusi per intersezione

Teorema : [ linguaggi liberi non sono chiusi per intersezione. Cioé dati L1, Lo linguaggi liberi il lin-

guaggio:
L=LiNLs

65
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L e non libero. J

Come conseguenza di questo teorema c’e che i linguaggi liberi non sono chiusi per complementazione.
Questo deve essere vero perché senno se lo fossero allora anche I'intersezione dovrebbe essere visto che:

LiNLy :EUE

13.1.2 Ilinguaggi liberi intersecato a linguaggio regolare

s A

Teorema : Siano Ly un linguaggio libero e Lo un linguaggio regolare. Allora il linguaggio:
L=LiNLsy

é un linguaggio libero.

Dimostrazione: Siano:

« Ly = L[N1) con Ny = (2,Qn,,T,0n,, 9Ny, 2, N, ) (quindi Ny € un PDA) che riconosce per stato
finale.

« Ly = L[N3] con Ny = (2, QN,, 0Ny qNy s Fivy ) (quindi No € un DFA/NFA).

Costruiamo poi un PDA N che “simula” il comportamento dei due automi in un unico automa. Definiamo
quindi:
N = (ZvQNl X QNQ?F’57 (QNNqNQ)?Z’ FNl X FNZ)

notiamo quindi che gli stati di questo PDA sono coppie di uno stato di N1 e uno di No, mentre gli stati finali
sono le coppie che hanno tutti e due gli stati finali. Definiamo poi la funzione di transizione:

5((Q7p)aa7X) = {((T7s)77) | §= 5N2(p7 a) A (T’ 7) € 6N1 (qaa7X)}

Cioé partendo dallo stato (q, p) con pila X e mossa "a” io mi posso muovere sulla configurazione di stato (r, s)
e pila vy dove:

o (r,7) € uno dei possibili passi successivi nel PDA partendo dalla configurazione (q, a, X).

« s e invece lo stato raggiunto partendo dallo stato p con mossa “a” nel DFA/NFA.
Sto quindi sviluppando in “parallelo” (ma nello stesso automa) i due automi diversi, infatti lo stato + pila mi
rappresenta lo stato che avrei nel PDA, mentre Ualtro stato rappresenta quello nel DFA/NFA. Diventa ovvio dire
che:

((QNlawv Z) F7\71 (Q7 €, 7) e 5(qN2’ 'LU) - q/) A ((qJVlanz)’wa Z) F>]k\/ ((Q7q/)7 €, 7)

tutta questa scrittura verifica la correttezza di questo sviluppo in “parallelo”. Per capirla meglio dividiamo in
parte sinistra e destra del se e solo se:

« La prima parte é divisa in due, una per il PDA e una per il DFA:

— La parte relativa al PDA ((qn,,w, z) =}, ) ci dice che una stringa in n passi arriva allo stato q
con pila y e con input da leggere finito.

- La parte relativa al DFA/NFA (6(qn,,w) = ¢') ci dice che in n passi arriviamo allo stato ¢’ con
stringa vuota da leggere.

« La seconda parte ci dice che nel nuovo PDA costruito in in passi arriviamo allo stato (q,q’ con pial v e
stringa da leggere nulla. Quindi questo nuovo PDA ci porta ad una coppia di stati uguali a quella del
PDA e DFA/NFA separati.

Avremo poi quindi che se ¢ € Fi, eq' € Fi, la stringa é riconosciuta sia dal PDA Ny sia dal DFA/NFA Ny
sia dal PDA N che quindi riconosce L1 N Lo.

| J/
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Dalla dimostrazione possiamo anche capire perché la chiusura dell’intersezione vale solo fra linguaggio libero e
regolare. Perché se avessimo due linguaggi liberi e provassimo a costruire I'automa N questo si incasinerebbe
perché i due automi N; e No andrebbero tutti e due a lavorare sulla pila e quindi non funzionerebbero corretta-
mente.

Esempio 13.1.1 (). Dimostriamo che L = L1 N Lo con:

Ly ={a"b" | n >0}
Ly = {w € {a,b}" | 3k € N con |w| = 4k}
sia un linguaggio libero. Sapendo che Ly € un linguaggio libero (poiché corrisponde alla grammatica S —

aSb|e), mentre Ly € regolare (corrisponde alla regex s = [(a|b)(a|b)(a|b)(a|b)]*) quindi per il teorema sopra
possiamo dire che L é libero.

Come conseguenza del teorema sopra vale che se L1 N Lo non e libero ma Lo € regolare allora L; non é libero,
questo si puo usare negli esercizi.

13.2 Pumping theorem

Teorema : Se L ¢ un linguaggio libero, allora AN > 0 tale cheVz € L con |z| > N, Ju, v, w, x,y tali che:
z = uvwxy
[vwz| < N
lvz] > 1
Vk >0 uvkkay e L

Cioé similmente al pumping theorem relativo ai linguaggi regolari il pumping theorem dei linguaggi liberi ci
dice che, per stringhe sufficientemente lunghe, due sottostringhe di questa stringa possono essere pompate, cioe
ripetute quante volte si vuole rimanendo all’interno del linguaggio.

7

Dimostrazione: Sia G = (NT,T, R, S) una grammatica libera tale che L = L(G).

« Sia b il massimo fattore di ramificazione (cioé il massimo numero di simboli che compaiono nella parte
destra di una produzione), ovvero:

b=max{|a| | A — a € R}

vale che B > 2 senno la grammatica sarebbe banale (perché sarebbe composta tutta da produzioni di
un simbolo).

« Un albero di altezza h (dove si parte contando da 0 la radice) e fattore di ramificazione b ha al pit b"
foglie. Questo perché nel caso “pessimo” (dove abbiamo piu foglie) avremo che ogni nodo si ramifica in
b sotto nodi e quindi dopo h ramificazioni avremo in totale b" foglie.

« Il valore b" mi limita quindi la massima lunghezza di una stringa che ha albero di derivazione alto
h, perché una stringa sara composta solo dai caratteri (sempre terminali) delle foglie, e quindi il suo

massimo numero di caratteri sara dato da b".
Detto questo possiamo fissare un valore N = bINT|+1 Presa una stringa = tale che |z| > N avremo che quindi
ogni albero di derivazione deve avere altezza almeno:

b > N =pNTH = Jog, (b)) > log, (BNTH) = b > INT| + 1

quindi Ualtezza di ogni albero di derivazione per z deve essere almeno |[NT| + 1. Consideriamo quindi gli
alberi di derivazione di z (se ce ne sono piu di uno, possibile nel caso in cui G sia ambigua, prendiamo quello
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con il minor numero di nodi), allora:

|z| > N = albero con altezza > |NT| +1
= 3 un cammino da radice S ad una foglia con almeno |NT| + 2 nodi
= Quel cammino attraversa |NT| + 1 nodi interni (perché dei [NT| + 2 uno é la foglia) eticettati con un non terminale

= Un non terminale si deve ripetere perché passiamo |NT| + 1| non terminali ma i non terminale in totale sono |[NT|.
Allora la derivazione S =" z puo essere divisa come:
S =% uAy =% uwAzy =" wwxy

dove il non terminale A é quello che si ripete. Vale anche che (non sono sicuro di questo) A =* vAx e quindi
per questo possiamo ripetere il la parte v Ax quante volte vogliamo e rimaniamo dentro il linguaggio. Bisogna
adesso verificare i due vincoli:

va| > 1. Questo é ovvio perché se fossero entrambi ¢ allora la stringa uv’wax"y sarebbe uguale a =

avendo pero meno nodi nell’albero di derivazione contraddicendo I’ipotesi che abbiamo preso quello pit
piccolo (ha meno nodi perché non “passa” sui nodi che espandevano A in vAzx).

vwz| < N. Anche questo é vero perché il cammino da A alla foglia é di lunghezza minore di [NT |+ 1
e quindi non puo generare parole piti lunghe dib/NT1+1 = N (perché se lo vediamo come un sotto albero
di altezza h < |[NT| + 1 al massimo genera stringhe lunghe b < N)

13.2.1 Negazione del pumping theorem

Come per i linguaggi regolari possiamo usare la versione negata del pumping theorem per andare a verificare se
un linguaggio ¢ libero o no.

4 )

Teorema negazione pumping theorem: SeVN > 03z € L con |z| > N tale che:

Yu, v, w,x,y se:
z = uvway
lvwz| < N
lvz| > 1
allora 3k >0 uvkkay ¢ L

allora L non ¢ libero

Esempio 13.2.1 (). Dimostriamo che L = {a"b"c™ | n > 0} ¢é non libero. Fissiamo un generico N > 0
(dobbiamo dimostrarlo YN > 0) e scegliamo z = a™bNcxN (notiamo |z| > N) per ogni u,v,w,z,y che
rispettano le seguenti proprieta:

z = uwwwry
lvwz| < N
lvz| > 1

Notiamo che la sottostringa vwx non puo contenere sia delle “a” sia delle “c”, infatti essendo meno lunga di N

2 3

non € abbastanza lunga per superare le N "b” in mezzo fra le "a” e le "c”. Dividiamo ora in casi:

2

« Caso in cui vwz non contiene “c”. La stringa uv*wx?y non appartiene al linguaggio perché il numero

di "c” adesso non € pari al numero di "a” e "b’.

« Caso in cui vwx non contiene “a”. Uguale a prima solo che il numero di “a” adesso € minore degli altri
(in uwvwzy).
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quindi L non ¢ libero (perché abbiamo trovato un k > 0 tale per cui uvFwa*y ¢ L).

Esempio 13.2.2 (). Dimostriamo che L = {a™ | n é primo} non é libero. Fissiamo un generico N > 0 e
scelgo z = aP con p primo primo tale che p > N + 2. Per ogni u, v, w, x,y che rispettano le tre proprieta:

z = uwwwry
l[vwz| < N
lvz| > 1

Dalla seconda e terza possiamo dire che 1 < |vx| < N, chiamiamo poi |vx| = m. Notiamo che la stringa
lur®waly| = |uwy| = p — m, quindi deve valere che:

luv?™ M wa My = Juwy| + (p — m)|vz| =p—m+(p—m)-m
possiamo poi raccogliere il termine comune (p — m) ottenendo:
=@-m)(1+m)

per essere primo quel numero deve essere divisibile solo per 1 e per se stesso e quindi deve valere che (p—m) = 1
o che (1 +m) = 1 (perché se non fosse cosi e fossero dei numeri diversi da 1 allora quei numeri li sarebbero
un terzo divisore del numero completo che quindi non sarebbe primo):

« (p—m) > 1, infatti abbiamo che (p —m) > 1 visto chem < N (perché |[vwz| < N)echep > N +2.
« (1+m) > 1 perché m > 1.
quindi (p — m)(1 — m) non ¢é primo e quindi la lunghezza di |[uvP~™waP~™y| non é un numero primo e

quindi:
wv? " MwaP "My ¢ L

13.3 Classificazione di chomsky

Esiste una classificazione delle grammatiche di vario tipo:

+ Le grammatiche regolari sono tutte le grammatiche che usano solo queste produzioni:

A—aB A—a S—c¢

« Le grammatiche libere da contesto sono quelle che usano produzioni di tipo:
A—a conye(NTUT)T §—e

Notiamo che la definizione € piu restrittiva della nostra perché danoiy € (NT U T)* e quindi possiamo
avere produzioni epsilon anche per non terminali diversi dal simbolo iniziale.

« Grammatiche dipendenti dal contesto usando produzione del tipo:

yAS — yws 7,6 € (NTUT)* we (NTUT)"

« Le grammatiche generali che usano produzione del tipo:

v — ¢ (senza vincoli)
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DPDA e linguaggi deterministici

Definizione DPDA: Un PDAN = (%,Q,T, 6, qo, L, F) é deterministico se e solo se:

Vge Q,Vz €T sed(q,e,2) =0 allorad(q,a,z) =0 VaeX
VgeQ,VzeT,\VYaec X U{e} [0(qa,2)| <1

Cioé i DPDA sono PDA che dato uno stato hanno massimo una mossa per simbolo e stato della pila. Inoltre nel
caso avessi una mossa epsilon in uno stato non ci possono essere nessun’altra tipo di mossa.

14.1 Linguaggi liberi deterministici

[ Definizione : Un linguaggio ¢ libero deterministico se é accettato per stato finale da un DPDA. ]

Notiamo che a differenza dei linguaggi liberi che potevano essere accettati sia per stato finale sia per pila vuota,
nel caso di linguaggi liberi deterministici e per forza per stato finale.

( N\
Teorema: La classe dei linguaggi liberi deterministici é inclusa propriamente nella classe dei linguaggi liberi,
cioe:

Ling liberi deterministici C Ling liberi

Esempio 14.1.1 (). .
Il linguaggio L = {wwR | w e {a, b}*} e libero ma, si puo dimostrare, non essere deterministico.

Il linguaggio Lo = {wcwR | w e {a, b}*} si puo dimostrare essere libero deterministico e quindi di con-
seguenza libero, infatti il seguente DPDA riconosce Lo:
a,l/la a,a/e
€,2/1Z ¢, L/e €, Z]e
—{ 4o T a2 a3
b, L/1b b,b/e
| J
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14.1.1 Linguaggi regolari e DPDA

( )

Teorema : Se L é un linguaggio regolare allora AN dove N é un DPDA tale che:
L =L[N]

quindi L e riconosciuto da N per stato finale.

| J/

Dimostrazione: I DFA possono essere visti come DPDA dove non si tiene conto della pila, quindi sapendo che
IM DFA tale che L = L[M] posso costruire N DPDA che si comporta come M senza modificare la pila.

|\

14.1.2 Prefix property

( A

Definizione : Un linguaggio L si dice che gode della prefix property se :

Px,y € L tale chex é prefisso diy

Teorema : Un linguaggio libero deterministico L é riconosciuto da un DPDA per pila vuota se e solo se L
gode della prefix property.

Esempio 14.1.2 (). Il linguaggio L = {wcwR | w € {a, b}*} gode della prefix property é puo quindi essere
riconosciuto per pila vuota. Infatti il DPDA seguente riconosce per pila vuota L:

b, L/Lb
a,l/la
b,b/e
e, L/e o afe
| J
14.1.3 Assicurarsi la prefix property

Teorema : Sia L un linguaggio libero deterministico, allora il linguaggio:
L'=L$={w$|weL}

dove $ non fa parte dell’alfabeto del linguaggio, gode della prefix property.

|\ J

Dimostrazione: Dimostrazione fatta da me (non studiarla).
Siano date due generiche stringhe x,y € L' tali che x é prefisso di y. Vogliamo dimostrare, per assurdo, che
y non appartiene al linguaggio. Questo ¢ vero infatti y non puo appartenere ad L' perché il fatto che x sia
prefisso suo implica che y ha all’interno di se due caratteri $ (uno dato dalla fine della stringa e uno dato dalla
fine di x) ma cio implica che y a cui togliamo il carattere $ non sta in L (perché il carattere $ rimasto da x non
é parte dell’alfabeto di L) ma quindiy non puo appartenere neanche ad L'.

|
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E’ quindi diciamo sempre possibile riconoscere un linguaggio tramite un DPDA per pila vuota, perché basta
crearsi questo “nuovo” linguaggio che siamo sicuri goda della prefix property. Questo verra usato sempre nei
parser, che riconosceranno sempre linguaggi del tipo LS.

Esempio 14.1.3 (). Il linguaggio L = a* U {a"b™ | n > 1} non gode dalla prefix property, ma possiamo
quindi creare il linguaggio L' = L$ che ne gode. Possiamo adesso quindi creare un DPDA che riconosca L' per
pila vuota:

a, AJAA b, Afe

a, Z[Ae b,Ale
a2

$,A/e

Notiamo che il nodo g2 e lo “switch” fra riconoscere a* e a”™b", infatti se legge "b” va a leggere tante "b” quante

2

a” ha letto, senno se invece di leggere “b” ad un certo punto legge ”$” allora finisce in q3 che é uno stato che
svuota la pila.

14.2 Proprieta dei linguaggi liberi deterministici

14.2.1 Non ambiguita

Teorema : Se L é un linguaggio libero deterministico allora L ¢ generabile da una grammatica libera non
ambigua, cio implica che i linguaggi liberi deterministici non sono ambigui.

14.2.2 Chiusura

Teorema : [ linguaggi liberi deterministici sono chiusi per:

. Complementazione. Cioé¢ sia L un linguaggio libero deterministico allora il linguaggio L1 = L (noti-
amo che Ly = ¥* \ L) ¢ ancora libero deterministico. E” equivalente dire che se sia N il DPDA tale che
L = L[N] allora esiste un DPDA N’ tale che L = L|N’].

A differenza dei linguaggi liberi i linguaggi liberi deterministici sono chiusi per meno cose, infatti:

Teorema : I linguaggi liberi deterministici non sono chiusi per:
« Intersezione.

o Unione.

Esempio 14.2.1 (). Prendiamo due linguaggi liberi deterministici L1 = {a™b"c™ |n,m >0} e Ly =
{a™b™c"™ | n,m > 0}. Il linguaggio:

L3 = L1 QLQ = {a"b"c” | n Z O}



74 CHAPTER 14. DPDA E LINGUAGGI DETERMINISTICI

L si puo dimostrare non essere libero. J




Chapter 15

Analisi sintattica: Parser

I parser sono il il secondo componente dei compilatori e si pongono dopo lo scanner. Essi prendono in input una
lista di token e ne restituiscono un albero di derivazione. I parser sono implementanti attraverso un DPDA
che viene creato da programmi come YACC partendo da una grammatica libera.

Lista di token Albero di derivazione
Parser

I parser possono essere di due tipi diversi:

+ Parser non deterministici. Loro sono quelli meno efficienti perché durante la ricerca di una derivazione
potrebbero seguire cammini che non portano a niente e quindi necessitano di backtracking.

« Parser deterministici. Loro sono piu efficienti perché non hanno “possibilita di scegliere”, il cammino
che possono seguire dato una stringa in input é infatti deterministico e solo 1, non necessitano quindi di
backtracking.

Entrambi possono usare informazioni aggiuntive sull’input (come look ahead) per guidare la ricerca. I parser poi
i dividono ulteriormente in due categorie diverse:

« Parser top-down. Questi ricostruiscono una derivazione leftmost partendo dal simbolo iniziale .S (cioe
lui é il primo simbolo della pila). Vengono chiamati top down perché creano 'albero di derivazione par-
tendo dall’alto (appunto dal simbolo iniziale).

« Parser bottom-up. Questi ricostruiscono una derivazione rightmost partendo dalla stringa w e cer-
cando di ridurla al simbolo iniziale S (che sara alla fine sulla pila). Sono chiamati bottom-up perché par-
tendo dalle foglie (la stringa w) la riducono cercando di creare S.

15.1 Introduzione parser top-down

r 2
Definizione : Data una grammatica libera G = (NT, T, S, R), costruiamo il PDA M = (T,{q},T U
NT,d,q,S,0) che riconosce per pila vuota (infatti non ha stati finali) e dove 6 ¢ definita cosi:

(¢,8) € 6(q,e,A) seA—BER (espandi)
(g,€) € 6(q,a,A) VYaeT (consuma)

tale che L(g) = P[M].
N\ J

Notiamo che abbiamo due tipi di transizioni:

« Le transizioni “espandi” che possiamo attuare quando abbiamo un non terminale A in cima la pila che si
espande in 3, e quindi, non consumando input, andiamo a sostituire il non terminale sulla pila con 3.

»_ 3

+ Le transizioni "consuma” che le usiamo quando abbiamo in cima la pila un simbolo "a” e il prossimo

»_ %

carattere in input € proprio “a”, 'input e il simbolo sulla pila vengono consumati.
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Esempio 15.1.1 (). Partiamo con la grammatica S — aSb | € e costruiamo il PDA come dato dalla
definizione:

b,b/e
€,5/aSh

a,afe €. 5/

Prendiamo ora la stringa w = aabb in input, vogliamo adesso farla passare attraverso il parser (il nostro PDA)
per ricavare I'albero di derivazione (le configurazioni che vediamo adesso sono del tipo (stato, input, stack)):

espando S—aSb consumo”a”

(g, aabb, S) H (g, aabb, aSb) F (g, abb, Sb)

espando S—aSb consumo”a espando S—e

(q,abb,aSbb)  +  (q,bb,Sbb)  +  (q,bb,bb)

consumo”b” espando S—aSb

= (g,b,b) = (g,€,¢€)

Se adesso faccio questo procedimento: leggo ogni mossa fatta e, se e un espando il mio nodo si dirama nell’espansioni,
se invece € consumo é una foglia e quindi non faccio niente. Ottengo quindi il seguente albero di derivazione
canonico sinistro:

S
g\
/5

|
Notiamo che questo parser e molto non deterministico, infatti al passaggio in cui passo dalla configurazione
(g, bb, Sbb) + (q,bb, bb) sarei anche potuto passare alla configurazione (q, bb, aSbb) che ovviamente é sbagli-

ata. Per risolvere cio si usa il look ahead, cioé guardo il prossimo simbolo in input e, notando che é ”b’, posso
capire che Uespansione di S in aSb sarebbe errata, per questo scelgo S — e.

La grammatica dell’esercizio di sopra vedremo che sara di classe LL(1), significando che senza look ahead di un
simbolo il nostro parser sara sempre non deterministico. La doppia L sta ad indicare che ¢ un parser che legge
da sinistra verso destra ("Left to right”) e produce una derivazione leftmost.

Esempio 15.1.2 (). Una grammatica S — aSb | ab é invece di classe LL(2) infatti un singolo simbolo di
look ahead non basta per decidere quale delle due produzioni usare, invece con due simboli:

3

« Se leggo “aa” espando in aSb, perché e I'unica che puo dare altre “a” oltre la prima.

« Seleggo "ab” espando in ab.

15.1.1 Grammatiche non adatte

Esistono grammatiche che non sono per nulla adatte al top down parsing, questo perché possiamo aggiungere
tantissimo look ahead ma non bastera mai per rendere il parsing non deterministico. Un esempio di questo
problema sono le grammatiche left recursive, cioé in cui un non terminale si espande in lui stesso seguito da
altro (in realta dopo daremo una definizione migliore).
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Esempio 15.1.3 (). Una grammatica del tipo:
S—Sb|a

che produce il linguaggio L(G) = ab* é left recursive (S si espande infatti in Sb). Vedremo in seguito tecniche
per manipolare la grammatica togliendoli la ricorsione sinistra, in questo caso otterremo:

S —aA
A—DbAle

15.2 Introduzione parser bottom up

s N

Definizione : Data una grammatica libera G = (NT, T, R, S) costruiamo un PDA M che riconosce L(G)$
con M = (T,{q}, T UNT U{z},d,q,2,0)., dove la funzione § ¢ cosi definita:

(¢,aX) €d(q,a,X) YaeT,Vx e TUNT U{z} (shift)
(q,A) € 6(g,e,0) seA—aecR (reduce)
(q,€) €(q,%,52) (accept)

Notiamo quindi che abbiamo tre tipi di transizioni:
« Le transizioni shift che corrispondono allo spostamento di un simbolo dall’input sulla pila.

« Le transizione reduce che corrispondono alla riduzione di una sequenza nel non terminale che si espande
in essa (cioé noi abbiamo a®* nello stack e una produzione A — a quindi sostituiamo ¥ con A). 1l fatto
che sia a* & perché nello stack ¢ tutto al contrario.

+ Le transizioni accept che corrispondono alla fine della lettura.

Esempio 15.2.1 (). Data la grammatica:

S — aSbh | ab
seguendo il procedimento di sopra costruiremo un PDA fatto cosi:
a, X/aX
€, ba/S
€,bSa/S
b, X/bX S, 57 /e

Nel caso di un input del tipo aabb$ il parser si comportera cosi:

Stack  Input Azione
zZ aabb$ shift
Za abb$ shift
Zaa bbs shift
Zaab bs reduce S — ab
ZaS bs shift
ZaSb $ reduce S — aSb
A $ accept

€ €
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Guardando le azioni reduce possiamo trovare il seguente albero di derivazione canonico destro:

AN
/\
a b

15.2.1 Non determinismo e conflitti

In questo parser ¢’é ancora molto non determinismo, infatti possiamo trovare spesso conflitti:
« Conflitti shift-reduce, in cui possiamo fare sia shift sia reduce.
« Conflitti reduce reduce, in cui possiamo fare piu reduce diverse.

Per risolvere cio ci servira avere un DFA particolare chiamato DFA dei prefissi viabili e look ahead.

15.2.2 Problema con produzioni epsilon

Le produzioni epsilon hanno il problema che rendono una reduce sempre applicabile, e per questo rendono non
deterministico il parser. Esistono metodi (che vediamo nel capitolo dopo) che eliminano le produzioni epsilon
dalla grammatica.



Chapter 16

Semplificazione di grammatiche

16.1 Eliminare le produzioni epsilon

In questa sezione vogliamo, partendo da una grammatica G libera con produzioni e (quindi del tipo A — ¢),
ottenere una grammatica G’ senza produzioni € tale che:

L(@) = L(@)\ {¢)

Notiamo che se vogliamo mantenere lo stesso linguaggio iniziale (quindi con anche € dentro) basta creare una
grammatica G' uguale a G’ con un simbolo extra S’ e una produzione extra S’ — €|S.

16.1.1 Simboli annullabili

( )

Definizione : Un non terminale A € NT é detto annullabile se:
A=Te
cioé se in n passi si puo riscrivere in €. Indichiamo con N(G) = {A € NT | A =" €} tutti i simboli annul-

labili di una grammatica G.
L J

Viene calcolato induttivamente in questo modo:

No(G)={AeNT | A—ecc R}
Ni+1(G) = N;(G)U{B € NT | B— C;...C, € RAC4,..,Cr € N;(G)}

cioé al passo 7 + 1 aggiungiamo il simbolo non terminale B se esiste una produzione composta da soli simboli
annullabili (in ;). Notiamo che:
Ji. tale che N;_(G) = N;_+1(G)

vale inoltre che:

Ni.(G) = N(G)

c

quindi ci basta trovare un valore i, per cui per un iterazione I'insieme non cambia che abbiamo finito di calcolare
i simboli annullabili.

16.1.2 Algoritmo

Calcoliamo prima i simboli annullabili N(G) della grammatica G = (NT,T, S, R) e costruiamo poi la gram-
matica G = (NT,T,S, R'), dove I'unica cosa diversa sono le produzioni. Per costruire le produzioni diciamo
che per ogni produzione A — & € R con a # €, in cui occorrono i simboli annullabili Z1, ..., Z mettiamo in R’
tutte le produzioni A — o’ dove o’ si ottiene da « cancellando tutti i possibili sottoinsiemi di Z1, ..., Zy, (incluso
(), quindi non cancello nulla in quel caso), tranne nel caso in cui, dopo aver cancellato il sottoinsieme, risulta che
o =a.

Quello che stiamo facendo € quindi “simulare” ’annullamento dei non terminali dentro ad «, infatti stiamo pren-
dendo ogni possibile forma di « in cui parte dei non terminali annullabili si sono annullati. Dobbiamo appunto
“simularlo” perché i non terminali non si potranno piu annullare per conto loro perché le produzioni € sono state
tolte.
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Teorema correttezza: Data una grammatica libera G, la grammatica G’ ottenuta dall’algoritmo di sopra
non ha produzioni € e vale che:

L(G") = L(G) \ {¢}

Esempio 16.1.1(). Sia data la grammatica G seguente:

S — AB
A—aAA|e
B — VBB | e

I simboli annullabili di questa grammatica sono:
N(G) ={4, B, S}

infatti No(G) = {A, B} e N1(G) = {4, B, S}. Consideriamo adesso la produzione S — AB e “simuliamo”

'annullamento dei sottoinsiemi di simboli annullabili:

0)=S— AB
(A)=S—1B
(B)=S5S—A

(A By=5=¢

L’ultima produzione non la prendiamo perché abbiamo o = €. vediamo ora la produzione A — aAA € R:

In questo caso abbiamo che la seconda e terza produzione sono un duplicato e quindi le prendiamo solo una
volta. Vediamo quelle di B:

(0) = B — bBB
(B) = B — bB
(B)= B — bB
(B,B)=B—b

Ottenendo quindi una grammatica G' con queste produzioni:

S—AB|B| A
A—aAA|aAla
B bBB|bB|b

16.2 Eliminare le produzioni unitarie

In questa sezione vogliamo, partendo da una grammatica G libera con produzioni unitarie del tipo A — B con
A, B € NT, ottenere una grammatica G’ senza esse.

16.2.1 Coppie unitarie



16.2. ELIMINARE LE PRODUZIONI UNITARIE 81

Definizione : Una coppia (A, B) con A, B € NT é detta coppia unitaria se:
A="DB

cioé se in n passi A si riscrive solo in B. Definiamo poi l'insieme U(G) = {(4,B) | A,B € NT AN A =* B}.

Dalla definizione data abbiamo che le coppie identiche (A, A) sono coppie unitarie. Definiamo in modo induttivo
I'insieme:

Un(G) = {(A, A) | A, A € NT}
Uis1(G) =U;(G)U{(A,C) | (A,B) e U;(G) NB= C € R}
Cio¢ al passo i + 1-esimo aggiungiamo la coppia (A, C') se (A, B) ¢ coppia unitaria in U; e in un passo B si puo

riscrivere totalmente in C'. Valgono le stesse osservazioni di prima sul i..

16.2.2 Algoritmo
Data la grammatica G = (NT, T, R, S) libera, definiamo la grammatica G' = (NT,T, R, S) dove:
V(A,B)eU(G) A—a€R doveB—acR

cioé invece di fare riscrivere A in B in n passi e poi B in « riscriviamo direttamente A in «. Notiamo che R’
contiene tutte le produzioni non unitarie perché (A, A) € U(G) e quindi:

seA—>acRallorad—aeR

Teorema correttezza: Sia G = (NT,T, R, S) libera e sia U(G) l'insieme delle sue coppie unitarie allora
la grammatica G’ ottenuta con algoritmo di sopra non ha produzioni unitarie e:

L(G) = L(G")

Esempio 16.2.1 (). Sia G la grammatica con le seguenti produzioni:

E—-E+T|T
T—>T-AlA
A—alb|(FE)

calcoliamo ora l'insieme U (G) come segue:

UO(G) {(EvE)a(T’T)a(AvA)}
Ul(G) =Up U {(EvT)v (T7 A)}
Ux(G) =U1U{(E, A)} =U(G)

Seguendo ’algoritmo sopra andiamo a creare le produzioni date da Uy, Uy, Us, iniziando da Uy:

EFE—-FE+T
T—-T-A
A—=al|b|(E)

notiamo che queste sono tutte le produzioni che non sono unitarie, pero a queste mancano ancora alcuni infatti
con solo queste produzioni non produrremo lo stesso linguaggio. Aggiungiamo adesso quelle date da U, :

E—-E+T|T-A

T T Ala|b|(E)
A=alb|(E)
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aggiungiamo poi quelle di Us:
E—SE+4+T|T -Ala|b|(E)
T—>T-Ala|b|(E)
A—=al|b|(E)

16.3 Rimuovere i simboli inutili
( A

Definizione : Un simbolo X € TUNT e:

« Un generatore se e solo se 3w € T* con X =* w. Cioé se in n passi X si riscrivere in una stringa.

« Raggiungibile se e solo se S =* aX 3 per qualche o, 8 € (T U NT)*. Cioé se posso raggiungere X
partendo da S.

« Utile se e solo se ¢ sia generatore sia raggiungibile, cioé se S =* a X =* z € L(QG), cioé X comparare
in almeno una derivazione di una stringa del linguaggio.

16.3.1 Come calcolare i generatori

Li si calcola induttivamente nel seguente modo:

Go(G) =T
GH_l(G) = GL(G) ] {B eNT ‘ B—C...C, € RN 01, ...,Ok S Gz(G)}
Notiamo che nel punto due é contemplato anche la produzione B — ¢ (nel caso di k = 0). Si possono fare gli

stessi ragionamenti di i..

16.3.2 Come calcolare i raggiungibili

Di nuovo li si calcola induttivamente:

Ro(G) = {S}
RiJr]_(G) = RZ(G) U {.%‘1, ey The | B—xi.xp, € RANB € Rl(G)}

16.3.3 Algoritmo

Per potere eliminare tutti i simboli inutili quello che faccio é:
« Cancello tutti i simboli che non sono generatori e tutte le produzioni che usavano uno di questi simboli.
« Cancello tutti i simboli che non sono raggiungibili e tutte le produzioni che usavano uno di questi simboli.

L’ordine delle operazioni é importante senno puo capitare che non elimino tutti i simboli inutili.

( )

Teorema correttezza: Sia G = (NT,T, R, S) una grammatica libera tale che L(G) # () allora:

« Sia Gy la grammatica ottenuta da G eliminando tutti i simboli che non sono generatori e tutte le pro-
duzioni che ne avevano almeno uno all’interno.

« Sia G2 la grammatica ottenuta da G eliminando tutti i simboli non raggiungibili e tutte le produzioni
che ne avevano almeno uno all’interno.

Allora G5 non ha simboli inutili e L(G) = L(G2).

|\ J
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Dimostrazione: Dobbiamo dimostrare che L(G) C L(G>) e che L(G2) C L(G), dimostriamolo in due
parti:

« L(G2) C L(G) € ovvio perché G contiene meno produzioni di G.

« L(G) € L(G?2), per dimostrarlo dobbiamo dimostrare che se S =, w allora S =¢, w, ma é sicura-
mente vero perché ogni simbolo usato nella derivazione S =, w e sia raggiungibile e sia generatore e
quindi non eliminato in G's.

Esempio 16.3.1 (). Nella grammatica seguente:

S—AB|a
B—=b

Abbiamo che i generatori sono:

G(G) = {8, B, a,b}

quindi prima eliminiamo i non generatori (A) e le produzioni ad essa legate:

S —a
B—b

adesso abbiamo che i raggiungibili sono:

R(G) = {a}

Quindi andiamo a togliere tutti i simboli non raggiungibili e le produzioni in cui conmpaiono essi:

S —a

Esempio 16.3.2 (). Consideriamo la grammatica seguente:

S — AB | aC
A—a

B — bB
C—b|AC
D —alaS

Abbiamo che i generatori sono:
G(G) ={a,b,A,C, S, D}

quindi eliminiamo tutti i non generatori (B) e le produzioni ad essa legate:

S — aC
A—a
C—=b|AC
D—alaS

adesso abbiamo che i raggiungibili sono:

R(G) ={a,b,C, S, A}
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Quindi andiamo a togliere tutti i simboli non raggiungibili (D) e le produzioni in cui conmpaiono essi:

S — aC
A—a
C—b|AC

16.4 Mettere tutto insieme

Per mettere insieme questi primi tre passaggi va seguito un ordine ben preciso, senno si rischia di non ottenere
il risultato giusto:

« Eliminare le produzioni e.
« Eliminare le produzioni unitarie.

« Eliminare i simboli inutili.

Esempio 16.4.1 (). Partiamo dalla grammatica seguente:

S — ada
A—C
C—S|e

Partiamo togliendo le produzioni e. Calcoliamo prima gli annullabili:
N(G) ={C, A}
andiamo quindi a fare ’algoritmo di rimozione delle produzioni epsilon ottenendo:

S — ada | aa
A—=C
)

Passiamo ora a rimuovere le produzioni unitarie, calcoliamo prima le coppie unitarie:
U(GI) = {(57 S)’ (A7 A)’ (C’ C)’ (A’ C)’ (07 S)’ (A7 S)}
applichiamo Ualgoritmo ottenendo:

S — ada| aa
A — ada|aa
C — aa | aa

rimuoviamo ora i simboli inutili, calcoliamo generatori:
G(G")={S,A,C,a}
sono tutti generatori quindi calcoliamo i raggiungibili:
R(G") ={a, A, S}
cancelliamo quindi C':

S — ala | aa
A — aAa| aa
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16.5 Forme normali

Esistono delle forme di grammatica che sono dimostrate garantire proprieta particolare alla grammatica. Di
queste ne troviamo due:

« Forma normale di Chomsky in cui tutte le produzioni sono del tipo:
A— BC A—a

con il simbolo iniziale che puo avere anche una produzione ¢, inoltre .S non compare mai a destra in una
produzione. Se abbiamo che una grammatica libera ¢é nella forma normale id Chomsky allora non ha ne
produzioni epsilon ne produzioni unitarie.

« Forma normale di Graibach in cui tutte le produzioni sono della forma:
A — aBC A —aB A—=a
(con S che puo avere produzioni epsilon). IN questo caso una grammatica libera non ha ne produzioni

epsilon, ne produzioni unitarie ne ricorsivita sinistra.

16.6 Eliminare la ricorsione sinistra

( 3

Definizione : Una produzione del tipo:
A— Aa ac(TUNT)*

e detta ricorsiva sinistra perché il non terminale si riscrive in se stesso con a destra qualcosa. Questo tipo di
ricorsione é detto ricorsione immediata

Definizione : Una grammatica si dice ricorsiva sinistra se:

A="AaeR AeNTaec (TUNT)*

Questo tipo di ricorsione é detto ricorsione non immediata.
),

La seconda definizione é piu generale infatti basta che A si riscriva in n passi in A« (mentre la prima era solo
per un passo).

16.6.1 Come rimuovere la ricorsione immediata

La produzione immediata é facile da risolvere, infatti se abbiamo che:
A—)AOL1|‘AOZW,‘B1||,BWL€R

dove le stringhe (3; non incominciano con A, allora possiamo rimuovere la ricorsione immediata rimpiazzando
quelle produzioni con:

A BA | .| B A
A= aiA ||y A e

Notiamo che la produzione A’ — € va aggiunta perché simula il caso in cui scegliamo subito A — ;.

Esempio 16.6.1 (). Partendo dalla grammatica:

A= Ab| Ac|d
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applicando Ialgoritmo otteniamo:

A—dA
A= bA" | cA | e
Nel caso di una grammatica con solo una produzione del tipo:

A — Aa

Non possiamo applicare I’algoritmo perché ci mancano le produzioni di "base” (quelle ).

16.6.2 Come rimuovere la ricorsione non immediata

L’algoritmo che siamo per dare prende in input una grammatica senza e-produzioni, senza produzioni unitarie,
ma con ricorsione sinistra non-immediata. L’output di tale algoritmo invece € una grammatica senza ricorsione
sinistra ma con possibilita di avere e-produzioni.

Algorithm 4: Eliminazione ricorsione sx non immediata

1 Sia NT = {4;, As, ..., A, } in un ordine fissato ;

2 for i from 1 to n{

3 forjfrom1toi— 1{

4 sostituisci ogni produzione della forma 4, — A«

5 con le produzioni A; = fra | .. | frardove A; — B1 | .. | Br s
6

7

8

}

Elimina la ricorsione immediata su A; ;

}

Quello che sta facendo I'algoritmo € un po’ un mix della cosa delle produzioni unitarie e della ricorsione
immediata:

« Prima di tutto, similmente a quello delle produzioni unitarie, faccio una espansioni dei non terminali a
destra delle produzioni, cercando di ricondurmi ad un caso di ricorsione immediata.

« Nel caso si sia creata ricorsione immediata vado a risolverla sul singolo non terminale.

Esempio 16.6.2 (). Data la grammatica:

S—DBal|b
B — Bce| Sc|d

che possiamo dire essere ricorsiva sx sia immediata (B — Bc) sia non (B = Sc = Bac). Siano i non
terminali in ordine NT = {S, B} eseguiamo l’algoritmo:

« Peri=1econ A; = S non eseguo il ciclo interno e non risolvo la ricorsione immediata che non c’é su

S.

« Peri = 2 equindicon A; = B il ciclo interno viene eseguito solo per A; = S. Quindi tutte le produzioni
della forma B — S« vengono rimpiazzate. In particolare l'unica che va cambiata ¢ B — Sc e viene

rimpiazzata con:
B — Bac | be

Va poi risolta la ricorsione immediata:

B — beB' | dB'
B’ — ¢B' | acB' | €
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16.7 Fattorizzazione a sinistra

Questo tipo di tecnica é importante per il top down parsing, visto che ci permette di ridurre il numero di simboli
di look ahead necessario per il parser. L’idea dietro e di raccogliere le parti comuni di piu produzioni.

Algorithm 5: Fattorizzazione a sinistra

1 Inizializza N = NT ;

2 Sia NT = {4, Ag, ..., A, } in un ordine fissato ;

3 while si puo modificare N o modificare I'insieme delle produzione{
4+ foreach A € N{

5 Sia « il prefisso piu lungo comune alle parti destre di alcune produzioni di A ;

6 if @ #ef

7 Sia A’ un nuovo non terminale ;

8 N=NU{A4};

9 Rimpiazza tutte le produzioni per A, A — af1 | .. | @Bk | 71 | .. | y» con le produzioni:;
10 A=A |||

11 A= By .| Bk

12 }
1B}
14}

Esempio 16.7.1 (). Data la grammatica

E-T|T+E|T-E
T—A|A-T
A—=albl|(E)

seguendo [’algoritmo otteniamo:

E—TE

E' —we|+FE| —E
T — AT’

T —e¢|-T
A—=alb|(E)
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Chapter 17

Parser top down

Esistono diversi tipi di parser top down, il primo che vediamo é quello a discesa ricorsiva che, implicitamente,
utilizza una pila per gestire le chiamate ricorsive.
17.1 Parser a discesa ricorsiva

Data una grammatica libera G = (NT, T, S, R) per ogni non terminale A con produzioni:
A= X{.X) || XPLXE

(cioé con k produzioni diverse) definisco la funzione:

Algorithm 6: Parser a discesa ricorsiva
1 function A() {

2 Scegli non deterministicamente % tra 1 e k, ovvero una delle k produzioni;
3 fori=1tonp{

4 if xi‘ e NT

5 XP0;
6

7

8

9

else if " = simbolo corrente dell’input
avanza di un simbolo sull’input ;
else
fail / backtracking;
0}

11 return;
12 }

Quello che sto facendo quindi é partendo da una produzione andare a ricercare, dentro una delle produzioni
scelte a caso del simbolo, se c’e:

« Un non terminale, allora in questo caso, ricorsivamente, rieseguo la ricerca sulle sue produzioni.
« Se ho un simbolo uguale a quello corrente dell’input allora lo consumo.
« Se ho un simbolo diverso da quello dell’input faccio backtracking perché ho sbagliato produzione.

Questo tipo di algoritmo e fortemente non deterministico, infatti nel caso peggiore deve guardare tutte le
possibili combinazioni. L’idea per migliorarlo e guardare anche il prossimo carattere in input.

Esempio 17.1.1 (). Data la grammatica S — ac | aSb e input “aacb’, iniziamo invocando la funzione sul
simbolo iniziale:

« Guardiamo prima la produzione S — ac, visto che x! coni = 0 é uguale al nostro simbolo in input
allora consumiamo esso. Andando avanti vediamo che 2" # a e quindi facciamo backtracking.

2 5

« Proviamo ora con la produzione S — aSb, consumiamo “a” e, visto che troviamo S ricorsivamente
richiamiamo la funzione:

89
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3 3

— Guardiamo prima la produzione S — aSb, consumiamo “a” (adesso ci rimane “cb”), e ricorsiva-
mente richiamerebbe di nuovo la funzione. Non lo faccio perché porta, in ogni caso, a backtrackin.

25 3

— Guardiamo la produzione S — ac, consumiamo “a” (ci rimane adesso “cb”) consumiamo "b” e
facciamo return, perché abbiamo gia letto tutta la produzione.

Adesso come input ci rimane “b” e possiamo consumarlo visto che X} = "b”.

17.2 First e follow

Per poter andare ad analizzare il simbolo successivo per rendere pit deterministico il parser, andiamo a creare
due nuove funzioni. Prima di cio pero diciamo che ogni linguaggio che andremmo a vedere sara in realta L - §,
perché € necessario che goda della prefix property.

17.2.1 First

( )

Definizione : Data una grammatica libera G e oo € (T U NT)* diciamo che Fiirst(c) é I'insieme dei
terminali che possono stare in prima posizione in una stringa che si deriva da «, cioé:

a €T, a€ First(a) sse a="af per € (TUNT)", a€T

inoltre se « =" € allora € € First(a)

Algorithm 7: Calcolo di first di una grammatica

1 Perognix € T, First(z) = {z};

2 Per ogni X € NT, inizializza First(X) = (;

3 While qualche First(X) viene modificato: {

4 Per ogni produzione X — Y7..Yy;

5 fori=1ton{

6 if y1,..,¥:-1 € N(G)

7 First(X) = First(X) U (First(y;) \ {€});
8

9 Perogni X € N(G), First(X) = First(X) U {e};
10 }

Notiamo che prima di tutto I'insieme N (G) é 'insieme dei simboli annullabili della grammatica. Quello che
stiamo facendo in questo algoritmo ¢ :

« Dentro il for é che stiamo guardando da che simbolo Y; puo iniziare la produzione, infatti se i primi ¢
simboli si possono annullare, allora il first € dato anche dal first di Y; (perché appunto possiamo avere
X =*Y;...Y), ma comunque ci saranno anche derivazioni X =* Y}...Y}, con h < 4, cioé non é per forza
detto che i primi ¢ simboli si annullino!).

« Inoltre nel caso in cui X stesso si puo annullare (A =* €) per definizione € € First(A).
Un modo piu veloce ancora per calcolarlo ed esteso per stringhe o € (T'U NT)* ¢ il seguente:

First(e) = {¢}

First(Xp) = First(X) se X ¢ N(G)
First(Xp) = (First(X) \ {e}) U First(8) se X € N(G)
Ottenendo quindi che se A — «; | .. | oy, allora:

First(A) = First(a) U ..U First(ayg)

Esempio 17.2.1(). Data la grammatica:

S—Ab|C
A—adle
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Possiamo calcolare:

First(S) = First(Ab) U First(c) = (First(A) \ {e}) U First(b) U First(c) =

={a}u{b} U{c} ={a,b,c}
First(A) = First(aA) U First(e) = {a} U {e} = {a, €}

Esempio 17.2.2 (). Data la grammatica:

SABC | CB
A—ale
B—bl|e
C—c

Abbiamo che N(G) = { A, B}, possiamo quindi calcolare: Possiamo calcolare:

First(S) = First(ABC) U First(CB) = (First(A) \ {e}) U First(BC) U First(C) =
= {a} U (First(B)\ {e}) U First(C)U {c} = {a} U{b} U{c} = {a,b,c}

17.2.2 Follow

( A

Definizione : Data una grammatica liberaG e A € NT diciamo che Follow(A) é l'insieme dei terminali
che possono comparire immediatamente a destra di A in una forma sentenziale, cioe:

a € Follow(A) sse S="adaf  pera,fe(TUND)" a€T
$ € Follow(A) se S="aA

(nota che visto che S =* S abbiamo che $ € Follow(S)).

Esempio 17.2.3 (). Data la grammatica:

S—Ab|c
A—aAle

dalla definizione data sopra abbiamo che:

Follow(S) = {$}
Follow(A) = {b} (perche S =" Ab)

Algorithm 8: Calcolo di follow(X) con X € NT

Per ogni X € NT, inizializza Follow(X) = {;
Follow(S) = {$};
While qualche Follow(X) viene modificato: {
Per ogni produzione X — aY 3 fai:
Follow(Y) = Follow(Y) U (First(8) \ {€});
Per ogni produzione X — Y e per ogni produzione X — oY con € € Flirst(f) fai:
Follow(Y) = Follow(Y) U Follow(X);

@ N R W N
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Esempio 17.2.4 (). Data la grammatica:

S — ABC
A — aaA|e
B—ble

C—cCle

Creiamo una tabella con first e follow di ogni non terminale e calcoliamo i first:

First Follow
S | a,b,ce
A a, e
B b, e
C c, €

In questo caso io partirei calcolando il Follow(S) che pero, visto che S non compare a sinistra in nessuna
produzione, abbiamo Follow(S) = {$}. Il prossimo piu semplice da calcolare é Follow(C'):

Follow(C) = Follow(C) U Follow(S) = {$}
Calcoliamo poi il Follow(B):
Follow(B) = Follow(B) U (First(C) \ {€}) U Follow(S) = {c,$}
Calcoliamo poi il Follow(A):
Follow(A) = Follow(A) U (First(BC) \ {e}) U Follow(S) = {b, c,$}

Otteniamo quindi:

First Follow
S| a,b,ce $
A a, € b,c,$
B b, e c,$
C c, € $

17.3 Tabelle di parsing LL(1)

Le tabelle di parsing LL(1) sono delle matrici bidimensionali dove:
+ Le righe sono i non terminali.
« Le colonne sono i terminali (incluso $).

« La casella M[A, a] contiene le produzioni che possono essere scelte quando il parser tenta di espandere A
e ha input corrente a.

Se ogni casella contiene al massimo una produzione allora il parser & deterministico (perché abbiamo massimo
una scelta e quindi non e necessario backtracking). La tabella viene riempita nel seguente modo:

« Per ogni produzione A — a:

- Perognia € T e a € First(a), inserisco A — a nella casella M[A, a).

- Se € € First(a) inserisco A — « in tutte le caselle M[A, x] per € Follow(A)

E’ possibile comunque che rimangano caselle vuote, in quel caso vanno considerate come caselle di errore.

17.3.1 Grammatiche LL(1)
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Definizione : Una grammatica G ¢ LL(1) se e solo se ogni casella della tabella di parsing LL(1) contiene al
massimo una produzione.

Nel caso in cui G sia LL(1) il parser associato ad essa costruisce I’albero di derivazione per I'input w in modo
top-down e predicendo quale produzione usare (e quindi evitando backtracking).

Teorema IMPORTANTE!: Una grammatica G é LL(1) se e solo se per ogni coppia di produzioni distinte

con stessa testa:
A—alp

si ha che:
« First(a) N First(8) = 0.
. See € First(a) allora First(3) N Follow(A) = 0.
« See € First(B) allora First(a) N Follow(A) =0

La prima delle condizioni e abbastanza ovvia, infatti se possiamo guardare solo un carattere in input per predirre
ci serve che il primo carattere di ogni produzione sia diverso senno non riusciremmo a distinguerle. I punti 2 e 3
dicono la stessa cosa, infatti nel caso in cui € sia dentro un first il primo carattere di quella produzione puo essere
il carattere che viene dopo A (e quindi il Follow(A)) e per questo che non ci devono di nuovo essere caratteri
in comune con laltro first.

Esempio 17.3.1(). La grammatica:

S—A|B
A—ab|cd
B—ad|c

questa grammatica non é LL(1) infatti:
First(A) N First(B) = {a,c} # 0
Possiamo pero manipolarla per renderla LL(1), prima espando in non terminali delle produzioni di S':
S —ab|cd|ad|ch
poi fattorizzo con la tecnica della fattorizzazione:

S —aT | cT’
T 5b|d

questa invece e LL(1).

17.3.2 Parser non ricorsivo che fa uso della pila

Abbiamo visto come il parser a discesa ricorsiva facesse uso implicitamente della pila per le chiamate ricorsive,
invece adesso vediamo un tipo di parser che non utilizza chiamate ricorsive ma utilizza una pila di supporto per
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gestire i simboli.

Algorithm 9: Parser LL(1) non ricorsivo

1 Pila=S$;
2 X =65,
3 input = W8$);

4 i, = primo carattere dell’input;
5 while (X #8){

6 if (X & un terminale){

7 if (X =140

8 pop X dalla pila;
9 avanza 7. sull’input;
10 }
11 else
12 errore() // match errato;
13}
1 else // stiamo guardando un non terminale
15 if (M[X,ic] =X = y1..yn) {
16 pop X dalla pila;
17 push y1, .., y,, sulla pila;
18 output la produzione X — y1..yn;
19 }
20 else {
21 errore() // casella vuota;

22 }
23}
24 X = top della pila;

25 }

26 if) (i, # $) errore() // ho svuotato la pila ma non ho finito 'input;

Esempio 17.3.2 (). Data la grammatica:

S — aAB | bS
A—a
B—b

Facciamo la tabella dei first e follow:

First | Follow

S| ab $

A a b

B| b $

Attraverso | ’algoritmo costruisco la tabella LL(1):
a b $

S| S—aAB | S —=>0bS
A A—=a
B B—=b

Prendiamo poi in input una stringa "baab$” e vediamo l'evoluzione della pila.
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Input  Stack
baab$ S$
baab$  bS$
aab$ S$
aab$ aAB$
ab$ ABS$
ab$ aB$
b$ BS$
b$ bs
$ $
Ottenendo un albero di derivazione:
S
b S
a A B
a b
. J

17.3.3 Linguaggi regolari LL(1)

7

Teorema : Ogni linguaggio regolare é generabile da una grammatica G di classe LL(1).

Dimostrazione: Se L ¢ regolare allora3 DFAM = (Q, %, 6, qo, F) tale che L = L|M]. Seguendo la seconda
tecnica data per ottenere una grammatica regolare da un DFA otteniamo una grammatica G = (NT, T, S, R)
con NT ={[q] | ¢ € Q}, T =X, S = [qo] e R definita come segue:

sed(q,a) = ¢ allora [q] — a[¢'] € R
seq € Falloralg) > €€ R

allora G ¢é di classe LL(1), infatti visto che M ¢ deterministico da ogni q € Q) e per ogni a € X esiste un solo

q' tale che ¢ —® ¢/, cioé ci sara solo una produzione [q] — [¢'] che inizia per "a”. Inoltre se q é finale allora
[q] — € é applicabile solo per i Follow([q]) = {3} e quindi non abbiamo conflitti.

17.4 Grammatiche LL(K)

Le grammatiche LL(k) sono grammatiche che richiedono piu simboli di look ahead, per creare la tabella si uti-
lizzano le funzioni uguali a prima ma in versione “k”:

« Firsty(«) definita come:

w € Firsty(a) sse a =" wf con |w| =k,weT*, e (TUNT)"
oppure a =" w con |w| < k,w € T*

« Followy(A) definita come:

w € Follow,(A) sse S =" aAwp con |w| =k,w e T*, o, € (TUNT)*
oppure S =" aAw con |w| < k,w € T*
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17.4.1 Tabella di parsing LL(K)
La tabella di parsing LL(K) e molto simile a quella LL(1) solo che con terminali anche lunghi k nelle colonne:
+ Le righe sono sempre i non terminali.

« Le colonne sono : {w € T* | |w| < k} (mettiamo solo quelli utili, perché senno ce ne sarebbero troppi,
quelli utili sono solo quei w che appartengono ad un qualche Firsty).

Viene creata nello stesso modo, infatti per ogni produzione A — « abbiamo che M[A, w]| contiene:
« A — aperogniw € Firsty(a) conw # € e per ogni w € Followy(A) se € € Firsty(«).

Come per le LL(1) se ogni casella contiene al massimo una produzione allora la grammatica e LL(K).

( )

Esempio 17.4.1 (Es di massima difficolta). Consideriamo la grammatica:
S —aSb|ab|c
Calcoliamo i Firsty delle tre produzioni:

Firsty(aSb) = {aa, ac}
Firsta(ab) = {ab}
Firsty(c) = {c}
abbiamo che G € LL(2) perché:
Firsta(aSb) N Firsty(ab) = 0
Firsty(aSb) N Firsty(c) = 0
Firsta(c) N Firsty(ab) = 0

e abbiamo una tabella LL(2):

aa ab ac c
S| S—aSb | S—ab| S—aSb | S—c

17.5 Quando una grammatica ¢ LL(K)

s A

Teorema UTILI PER GLI ESERCIZI: Si puo dimostrare che:
« Una grammatica ricorsiva sinistra non ¢ LL(K) per nessun k.
« Una grammatica ambigua non é LL(K) per nessun k.
+ Se G € LL(K) per qualche K allora G non é ambigua.
« Se G ¢ LL(K) allora L(G) e libero deterministico (infatti i parser usano dei DPDA).

« Esiste L libero deterministico tale che non esiste G di classe LL(K) tale che L = L(G).

r N
Definizione : Un linguaggio L é di classe LL(K) se esiste G di classe LL(K) tale che L = L(QG).
\ J

Teorema : Per ogni K > 0 vale che:

LL(K) C LL(K +1)




Chapter 18

Parser bottom up

I parser bottom up si basano su due operazioni fondamentali:
+ Mossa shift in cui un simbolo non terminale viene spostato dall’input sulla pila.

« Mossa reduce in cui una serie di simboli sulla cima della pila corrispondono al reverse di una parte destra
di una produzione allora quella serie di simboli viene sostituita con la testa della produzione.

I parser bottom up saranno dei parser LR (cioe leggo da sinistra a destra e creo una derivazione rightmost).

18.1 Parser shift reduce non deterministico

Questo tipo di parser prendono in input una grammatica libera G con simbolo iniziale S e una stringa w € T
e restituiscono, se w € L(G), la derivazione rightmost a rovescio di essa. Funziona nel seguente modo:

« Inizializziamo la pila con ”$” e 'input con "w$”.

« Costruiamo il PDA M = (T, {q} , TUNTU{$},0,$,0) con solo uno stato e che riconosce per pila vuota
(infatti gli stati finali non ci sono), dove:

(¢g,aX) € 6(¢q,a,X) VaeT,Vzxel (SHIFT)
(,A) € 6(q,e,af) seA—acR (REDUCE)
(¢.€) € 8(q,$, 59) (ACCEPT)

Nel caso si esegua un operazione di reduce in output mettiamo la produzione usata.

Esempio 18.1.1 (). Data la grammatica:

E-T|T+E|T-E
T—-A|A-T
A—=albl|(E)

Cerchiamo la derivazione di "a + b - b$”, seguendo le regole date sopra:

97
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Pila Input  Azione Output
$ a+b-b$  shift
$a +b-b$  reduce A—a
$A +b-b$  reduce T— A
$T +b-b$ shift
$T+ b-b$ shift
$T+b -b$ reduce A—=b
$T+A -b$ shift
$T+A- b$ shift
$T+A-b $ reduce A—=b
$T+A-A $ reduce T— A
$T+A-T $ reduce T —A-T
$T+T $ reduce E—->T
$T+E $ reduce E —>T+FE
$E $ accept
€

€

Le scelte fatte non sono deterministiche infatti spesso potevamo fare sia shift sia reduce (vengono chiamati
conflitti queste cose), per questo e detto parser non deterministico. Partendo dalla produzione piu in basso in
output ci possiamo poi ricavare un albero di derivazione ottenendo:

/E\E

18.1.1 Come risolvere i conflitti?

T
,
a

/1N

ey

L’idea ¢ che quando abbiamo la scelta fra due o piu azioni dobbiamo scegliere quella piu giusta, ovvero quella

che fa in modo che sulla pila ci sia un prefisso viabile

r

Definizione : Un prefisso viabile é una stringay € (T U NT)* che pud apparire sulla pila di un parser
bottom up per una computazione che accetta un input (cioe "qualcosa di corretto”).

derivazione rightmost:

\.

Definizione alternativa: Una stringay € (T'U NT)* é un prefisso viabile per G se e solo se esiste una

S =" Ay = dafy = By

per qualchey € T*,§ € (T U NT)* e per una produzione A — «f3. Inoltre S ¢ n prefisso viabile per
definizione, Un prefisso viabile si dice completo se § = ¢, in tal modo « ¢é detta maniglia per vy (se abbiamo
un prefisso viabile completo vuol dire che trovo sulla pila o® e che quindi posso fare una reduce). Se invece
abbiamo che 5 # € abbiamo che 3 rappresenta cio che mi manca per fare la reduce.

J

Detto questo quello che veramente ci interessa € che la sequenza in cima alla pila sia un prefisso di una parte
destra di una produzione (e che appunto ci manca ancora un pezzo di input per poter fare la reduce). Quindi
per risolvere i conflitti bisogna fornire al parser una struttura di controllo, chiamata tabella di parsing, che lo

renda deterministico.

18.2 Come é fatto un parser LR

Un parser LR € un parser che fa affidamento su tre elementi:
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« Una tabella di parsing che serve per decidere che azione fare al passo successivo. Questa tabella di
parsing ¢ creata a partire da un DFA chiamato dei prefissi viabili. Contiene quattro tipi di mosse: shift,
reduce, accept e goto.

« Una pila di stati che rappresenta in che stato siamo sul DFA dei prefissi viabili. E’ necessaria sia una pila
invece che un valore unico perché bisogna essere in grado di tornare indietro di n stati quando si fa la
reduce.

« Una pila dei simboli della grammatica che € la solita pila che usiamo.

Definizione : Una configurazione di un parser LR € una tripla:
(80-8n, T1--Tn, A;..a1 )

Dove il primo elemento ¢ lo stack degli stati, il secondo lo stack dei simboli e il terzo é I'input rimanente.

Notiamo che la stringa "z1..2,,a;..a;$” € una stringa intermedia della derivazione canonica destra, infatti la
parte a;..a;$ € completamente sviluppata, mentre la parte z;..2,, contiene dei non terminali che vanno ancora
espansi per ottenere una stringa del linguaggio (o magari non sono non terminali e la stringa € gia una stringa
del linguaggio).

18.2.1 Mosse del parser LR

Il parser LR come detto consulta la tabella di parsing per decidere che mossa fare. La cella letta della tabella
dipende dallo stato attuale s, e dall’attuale simbolo in input a;. Consultando la cella M|s,,, a;] possiamo trovare:

« Se M[sy,a;] = shift, allora la nuova configurazione é:
(80--818, T1-- T @i, Gjr1--0x8)

cioe andiamo a spostare un simbolo dall’input sullo stack dei simboli e ci spostiamo in un nuovo stato s
(questo stato sara di nuovo dato dalla tabella).

« Se M[sy,a;] = reduce A — (3 allora la nuova configurazione é:
(80--Sn—r8, T1--Tm—r A, a;..ar$)

dove r = || e s e dato dalla casella M[s,,_,, A] = goto s (& sicuramente goto perché nelle colonne
dei non terminali troviamo solo goto). Quindi quello che facciamo é eliminare (facendo pop della pila)
elementi dallo stack dei simboli sostituendoli con A e poi torniamo indietro di r stati e da quello stato ci
calcoliamo il nuovo stato top (leggendo M [s,,—, A]).

18.2.2 DFA dei prefissi viabili

Teorema : Data G libera, i prefissi viabili di G costituiscono un linguaggio regolare e che puo quindi essere
descritto con un DFA (il DFA dei prefissi viabili).

In base a come e fatto questo DFA (che eventualmente puo usare informazioni di look-ahead e dei follow) il parser
puo risultare deterministico o meno. In teoria per determinare come sia fatto un prefisso viabile ogni volta che
modifichiamo la pila dovremmo ripartire dal primo stato pero, in pratica, non bisogna farlo perché ogni prefisso
di un prefisso viabile € esso stesso un prefisso viabile e quindi abbiamo che:

« Se facciamo una azione di shift passiamo da avere sulla pila $v a $yx. Ma visto che v & prefisso di un
prefisso viabile € lui stesso un prefisso viabile, quindi dando + in input al DFA arriveremo ad uno stato e
da quello stato ci bastera ripartire leggendo x invece che ripartire da capo.

« Anche per la reduce si puo dire una cosa simile.

18.2.3 Item LR(0)
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Definizione : Un item LR(0) e una produzione con indicata, con un punto, una posizione della sua parte

destra

Da ogni produzione verranno prodotti piu item, perché bisogna tener conto di ogni possibile posizione del ””.
Inoltre item del tipo A — .y vengono detti item iniziali

Esempio 18.2.1(). La produzione A — XY Z genera 4 item diversi:

A— XYZ
A= XYZ
A— XY Z
A— XYZ

In questo caso l'item A — . XY Z e un item iniziale.

La posizione del ”” indica fino a dove abbiamo gia analizzato di questa produzione, per questo abbiamo che:

« Selitem A — .3 & nello stato attuale del DFA vuol dire che « € in cima sulla pila del simboli e che stiamo
aspettando f.

« Se invece abbiamo A — «. vuol dire che abbiamo letto tutta la produzione e possiamo fare una reduce.

18.2.4 Come costruire ’'NFA dei prefissi viabili

Data la grammatica G = (NT,T, S, R) libera, prendiamo la grammatica aumentata con un simbolo iniziale
extra S’ e una produzione extra:

S'— 8
L’NFA dei prefissi viabili si ottene poi cosi:
« L’item [S” — .S5] & lo stato iniziale.
« Dallo stato [A — «.X ] ¢’é una transizione verso lo stato [A — «X.[3] etichettata con X per X € TUNT.

« Dallo stato [A — a.X 3] per X € NT e per ogni produzione X — ~y ¢’¢ una transizione epsilon verso lo
stato [X — 7).

Gli stati finali non servono a nulla perché questo NFA serve solo come ausilio per il parser.

Esempio 18.2.2 (). Data la grammatica aumentata:

S’ = 8
S — (S)
S—=()

seguendo la costruzione data sopra otteniamo un NFA dei prefissi viabili come questo:
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S

‘/L\
¢ S

DS

18.3 Automa canonico LR(0)

L’automa canonico LR(0) e il DFA dei prefissi viabili. Per ottenerlo ci sono due metodi:
« Costruire prima ’NFA e poi con la costruzione di sottoinsiemi ottenere il DFA.

« In modo diretto usando due funzioni ausiliare chiamate clos(I) e Goto(I, X) dove I € un insieme di item
e X eTUNT.

18.3.1 Costruzione diretta del’automa canonico LR(0)

Andiamo prima a definire le due funzioni Clos(I) e Goto(I, X)) come:
Algorithm 10: Clos(I)

1 while I non ¢ pit modificato {
2 foreachitem A — a.XfBin I {
3 foreach produzione X — ~ {
4 aggiungi X — .yad l;
s}
6
7
8

}
}

return [ ;

Algorithm 11: Goto(LX)

1 Inizializza J = (;

2 foreachitem A — a.Xfin I {
3 aggiungi A - aX.faJ;
4
5

return clos(J) ;

Possiamo notare che:

« Clos(I) si comporta come una sorta di e-closure rispetto all’NFA, infatti aggiungo a Clos(I) tutti gli item
che sarebbero stati raggiungibili nel NFA con mosse €.

« Goto(I,X) ¢ la funzione che “fa scorrere i punti”. Infatti crea il nuovo nodo con dove il punto si € mosso
di una posizione e poi fa di nuovo la "e-closure”.
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Date queste due funzioni adesso possiamo costruire 'automa DFA direttamente:
Algorithm 12: Costruzione DFA LR(0)
1 Inizializza S = {clos({S" — .S})};

2 Inizializza 6 = 0;

3 while S 0 0 non sono piu modificati {
4 foreach Iin S {

5 foreach item A —» a.XfBin T {
6 Sia J = Goto(I, X);

7 Aggiungi J a S;
8

9

Aggiungi §(I, X) = J a d;

18.4 Tabella di parsing LR

La tabella di parsing LR ¢ una tabella bidimensionale tale che:
« Le righe sono tutti gli stati dell’automa canonico LR(0).

+ Le colonne sono tutti i simboli terminali piu dollari, e inoltre ci sono colonne per ogni non terminale (loro
avranno le azioni goto).

La tabella nella casella M (s, X] contiene ’azione da fare con s in cima alla pila degli stati e X simbolo in input.
Nel caso in cui la casella M (s, X] sia vuota allora € un caso di errore, mentre se una casella ha piu azioni allora
c’e conflitto (e il parser non € quindi deterministico).

18.4.1 Come riempirla

La tabella di parsing si riempe in base all’automa canonico LR(0). Per ogni stato s va ripetuta la seguente cosa:
« Sex € T e s —»" t nell’automa LR(0), allora M s, x] = shift ¢.
«SeA— a.€seA+# S alloraperognix € TU{S$}, M[s,z] = reduce A — a.
« Se 8" — S. € sallora M[s,$] = accept.
« Se A€ NT e s —* t nell’'automa LR(0), allora M s, A] = goto t.

Quindi per le transizioni etichettate con terminali avremo shift, per transizioni etichettate con non terminali
avremo goto. Mentre per item “finali” avremo delle reduce (o nel caso di S. avremo accept).

Esempio 18.4.1 (). Data la grammatica aumentata:

S’ = S
S —(9)
S—()

Costruiamo I’automa canonico LR(0) secondo la costruzione data sopra:
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)
(
Dall’automa con le regole date sopra ci possiamo ricavare la tabella di parsing LR(1):
a (1) $ S| A
1| 82| S3 G4 | G5
2| R3| R3| R3 R3
3| 82| S3 G6 | G5
4 ACC
5|/R2| R2| R2| R2
6 S7
7| R1| RI | RI R1
E con un input "((a))$” otteniamo:
1, e ((a)9)
(13, ( (a))9)
(133, ((, a))%) reduce A — a
(1332, ((a, ))3)
(1335, ((A4, ))%) reduce S — A
(1336, ((S, ))$
(13367, ((S), ))9%) reduce S — (S)
(136, (S, )%
(1367, (S), )9) reduce S — (5)
(14, S, 9 accept
| J

18.4.2 Grammatiche LR(0)

Definizione : Una grammatica e di classe LR(0) se ogni casella nella tabella di parsing LR(0) contiene al
massimo un elemento.
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18.5 Algoritmo del parser

CHAPTER 18. PARSER BOTTOM UP

Il parser data la tabella di parsing LR esegue questo algoritmo per calcolare I’albero di derivazione. Questo

algoritmo € per un generico parser LR (quindi funziona anche per LR(k)).

Algorithm 13: Parser LR

1 Inizializza la pila con $s,;

2 Inizializza i, con il primo carattere in input;
3 while (true) {

4 S =Top(pila);

5 switch M[S,i.] {

6 case shift ¢: {

7 push ¢ sulla pila;

8 avanza 7. sull’input;

9

}

10 case accept : {

11 output(“accept”);

12 }

13 case reduce A — a: {

14 pop |«| stati dalla pila;

15 s1 = Top(pila);

16 S92 = M|s1, Al;

17 push sy sulla pila //s2 € lo stato dato dal goto;
18 output la produzione A — «;

19 }

20 case vuoto : {

21 errore() //la casella € vuota;

22 }
23}
24 }
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SLR(1), LR(1), LALR(1)

Puo accadere che data una grammatica non si riesce a creare un parser di tipo LR(0) senza che ci siano conflitti,
cioé ci possiamo trovare in una cella piu di una azione. Questi conflitti sono spesso conflitti shift/reduce, cioe
abbiamo una azione di shift e una di reduce, e accadono perché siamo stati poco ristrettivi sulle azioni reduce e
le abbiamo messo anche dove sappiamo che non potranno mai essere usate.

19.1 OQuando bastano i parser LR(0)

Si possono trovare delle proprieta dei linguaggi che garantiscono che un parser LR(0) non abbia conflitti:
« Se L ¢ libero deterministico e gode della prefix property allora L ¢ LR(0).

« Se L ¢ finito e gode della prefix property allora &€ LR(0). Mentre, al contrario, se L é finito e non gode
della prefix property allora non & LR(0).

« Se L ¢ LR(0) ma é infinito puo non godere della prefix property.

« Se (G presenta produzioni € allora, spesso, non & LR(0) (I'idea € che le produzioni € permettono di applicare
sempre una riduzione).

19.2 Tabella di parsing SLR(1)

La tabella e delle stesse dimensioni e della stessa forma di quella LR(0). L’unica cosa che cambia e che invece di
mettere una reduce su tutta una riga la si mette solo in corrispondenza dei follow del non terminale in testa alla
produzione, cioé:

« Se A— a. € se A# S allora inserisci reduce A — « in M|s, z] per tutti gli = € Follow(A).

L’idea € che riduciamo le azioni di reduce ai soli casi possibili (in realta vedremo che siamo ancora troppo “larghi”
e dobbiamo ridurre ancora i casi). Il termine SLR(1) sta per ”Simple, left-to-right, rightmost derivation” con un
simbolo di lookahead.

19.3 Parser LR(1)

L’idea dietro i parser LR(1) & quella di ridurre ancora di piu i casi possibili di reduce a quelli ancora piu plausibili
(infatti il follow ci da troppi casi). Per questo vengono definiti nuovi tipi di item, gli item LR(1).

19.3.1 Item LR(1)

Definizione : Un item LR(1) é una coppia formata da:
« Un item LR(0) che viene chiamato nucleo.

« Un simbolo di look-ahead in T U {$}.
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Esempio 19.3.1 (). Un possibili item LR(1) é:
[S—V.=E,$§
dove abbiamo che S — V. = E éilcoree $ é il simbolo di look ahead. Se avessi uno stato con due item dentro:

[S—=V.=E,$|
[E — V.9

5 2

questo item mi indica che se leggo dall’input

E—V.

allora faccio lo shift, mentre se leggo “$” faccio una reduce
1 lo sh b l $ d

L’idea dietro questi item € appunto ridurre i casi di reduce. Se ho uno stato che contiene un item [A — «a.3, z]
allora:

« Sto cercando di riconoscere «3. Di questo « € gia sulla pila mentre /3 no.

« In input mi aspetto una stringa derivabile da Sz che cosi possono ridurre a Sx e completare la maniglia

af.

Mentre un item del tipo [A — «., X] mi indica di fare la reduce A — « solo se il prossimo input & proprio x.

19.3.2 NFA LR(1)

Per creare I'NFA LR(1) si fa abbastanza similmente al NFA LR(0) dove in piu teniamo traccia dei simboli di look
ahead:

« Si parte dallo stato iniziale [S" — .S, §].

« Dallo stato [A — «.X[3,a] c’é una transizione allo stato [A — alphaX.53, a] etichettata "X” per X €
T U NT (quindi qua € uguale al LR(0), il simbolo di look ahead viene “ereditato” dall’altro stato).

« Dallo stato [A — a.X3,a] per X € NT e per ogni produzione X — 7 c’é una transizione e verso lo stato
[X — .7,b] per ogni b € First(Sa). Perché faccio questo?

— L’obbiettivo é quello di ridurre a. X 5 in A. Pero visto che A contiene un non terminale X (che non e
ancora stato letto) allora prima cerco di ricondurmi a lui (riducendo una sua produzione) e poi dopo
riduco verso A.

- La riduzione di una produzione X — ~ ha pero senso solo se 'input successivo e parte di Sa, ma
visto che Sa non € si € ancora iniziato a leggerlo io dopo la riduzione mi aspetto un First(Sa) e
quindi io la riduzione la applico solo in quei casi li. Se la applicassi invece in altri casi io riduco 7 in
X pero dopo non riesco a ridurre a X 3 in A perché ho un simbolo da leggere che non é quello di 3
e quindi probabilmente invece di una reduce avrei dovuto fare shift.

19.4 Automa canonico LR(1)

Si ottiene sempre in due modi, o attraverso NFA LR(1) o attraverso una costruzione diretta tramite le funzioni

Clos(I) e Goto(I, x).
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19.4.1 Clos e Goto

Algorithm 14: Clos(I)

1 while 7 non ¢é pit modificato {

2 foreachitem [A — «.Xf,a]in I {
3 foreach produzione X — « {

4 foreach b in First(fa) {

5 aggiungi [X — .y,blad I ;
6

7

8

}
}
9}

10 return [ ;

Algorithm 15: Goto(LX)

1 Inizializza J = 0;

2 foreach item [A — . X3,a]in I {
3 aggiungi [A — aX.8,a] a J;

4}

5 return clos(J) ;

19.5 Tabella di parsing LR(1)

E’ sempre uguale a quella LR(0) e SLR(1) solo che inserisco la reduce solo per il simbolo di look ahead, cioe:

« Se[A — a.,z] € se A# S allora inserisci reduce A — « in M|s, ] per tutti gli « del look ahead.

Definizione : Una grammatica libera G é di classe LR(1) se ogni casella della sua tabella di parsing LR(1)
contiene al massimo una azione.

19.6 Parser LALR(1)

Le tabelle di parsing LR(1) risultato spesso molto grandi per questo si utilizzano piu spesso tabelle LALR(1) che
sono un buon compromesso tra semplicita (le sue tabelle sono grandi quanto quelle LR(0)) e selettivita di LR(1)
(pero comunque LR(1) é "piu forte” di LALR(1)).

19.6.1 Come ottenere un parser LALR(1)

Il parser LALR(1) si ottene dal automa canonico LR(1) in cui stati con lo stesso nucleo sono stati fusi insieme.

19.6.2 Problemi di LALR(1)
Ci sono un paio di problemi:

« Suinput corretti LALR(1) e LR(1) si comportano uguale. Su input errati LALR(1) prima di riconoscere che
sono sbagliati ci mette pit mosse.

+ Si possono creare nuovi conflitti reduce/reduce dati dalla fusione degli stati (lo si puo dimostrare, se lo
vuoi vedere vai PDF 16 pag 20).
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Chapter 20

Grammatiche LL(K), LR(K), SLR(K) e
LALR(K)

20.1 Grammatiche LL(K), LR(K), SLR(K) e LALR(K)

20.1.1 Grammatiche LR(K)

Si costruisce 'automa in modo simile, 'unica vera differenza € che il look ahead sara dato da sequenze di
lunghezza massima k. Per costruirlo si useranno le funzioni First; e Followy al posto di First e Follow.
Nel caso che la tabella di parsing LR(K) non contiene celle con piu di una azione allora la grammatica e LR(K).

20.1.2 Grammatiche SLR(K)

Si parte sempre dall’automa LR(0) e si riempe la tabella di parsing SLR(K), dove le colonne saranno simboli in
TX, secondo la seguente legge:

« Se[A — a] e SeA# S inserisci reduce A — «in M[s,w] dove w € Followy(A) (quindi 'unica
cosa che cambia & Followy, invece che Follow).

20.1.3 Grammatiche IALR(K)

E’ esattamente identico a LALR(1) solo che invece che usare I’'automa canonico LR(1) si usa LR(K).

20.2 Relazione tra grammatiche

Le grammatiche libere si dividono in due grandi sottoinsiemi: le grammatiche ambigue e quelle non ambigue.
Guardando solo le grammatiche non ambigue abbiamo che:

LL(K)C LR(K) VK >0
cioe le grammatiche LR(K) includono sempre anche le grammatiche LL(K). Ma vale pero anche:
LL(K)¢ LR(K—-1) VK >1

cioé le grammatiche LL(K) invece non sono incluse in LR(K-1) (quindi ad esempio LR(0) non include LL(1)). Per
le grammatiche SLR(K) e LALR(K) vale invece che:

SLR(K) C LALR(K) C LR(K) VK >1

Cioé le grammatiche SLR e LALR sono sempre comprese nella loro controparte LR.

20.3 Proprieta di grammatiche LL(K) e LR(K)
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Teorema: Se G ¢ LL(K) allora G é non ambigua e L(G) é deterministico.

| J/

Teorema: Se G ¢ LR(K) allora G é non ambigua e L(G) é deterministico.

|\ J

Nota che comunque esistono linguaggi generati da grammatiche non ambigue ma che sono non deterministici,
tipo:

S — aSa | bSh | e
L(G) = {ww® | w € {a,b}"}

20.4 Classificazione dei linguaggi

s \
Definizione : Un linguaggio L ¢ di classe X se 3G di classe X tale che L = L(G) (X sta per LR(0), SLR(1)
).

\ ),

( A

Esempio 20.4.1 (). La grammatica G seguente:

S — adc
A—bAb| b

si puo dimostrare non essere LR(K) per nessun K, ma il linguaggio generato da essa:
L(Gy) = {ab®""'c|n >0}
é in realta un linguaggio LR(0), perché é generabile da una grammatica LR(0) come la seguente:

S — adc
A— Abb| b

(che si puo dimostrare, facendo la tabella di parsing, essere LR(0)) (ricordati che la ricorsione sinistra non da
fastidio ai parser bottom up).
(&

20.4.1 Teoremi utili per la classificazione di linguaggi

( )

Teorema : Un linguaggio é libero deterministico se e solo se é generato da una grammatica LR(K) per qualche
K >0.

|\ J

Teorema : Un linguaggio ¢ libero deterministico se e solo se é generato da una grammatica SLR(1).

| J/

Notiamo che dati i due teoremi se abbiamo una grammatica che ci genera un linguaggio libero deterministico
non vuol dire che quella grammatica sia SLR(1), ma ci dice solo che esistera sempre una grammatica SLR(1) che
lo genera.

Teorema : [ linguaggio generati da grammatiche LL(K) sono strettamente contenuti nei linguaggi generati
da grammatiche SLR(1) (nota vale solo per i linguaggi questo e non per le grammatiche!).
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Esempio 20.4.2 (). IllinguaggiL = {a'b? |i>j >0} = a* {a"b™ | n > 0} élibero deterministico, quindi
vuol dire che esistera una grammatica SLR(1) che lo genera (e anche grammatiche LR(K) che lo generano).
Nonostante cio non esiste nessuna grammatiche LL(K) che lo genera.

Teorema : L’unione di due linguaggi LL(1) non é detto che sia LL(1).

Teorema : L’unione di due linguaggi LR(0) non ¢ detto che sia LR(0).

Teorema : La concatenazione di due linguaggi LL(1) non é detto che sia LL(1).
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