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Note

Questo file ¢ stato realizzato per aiutare nella preparazione dell’esame scritto di Analisi Matematica T-2.

Nella versione attuale del file, la 1.1.1 del 04/06/2023, mancano (degli argomenti trattati nell’anno ac-
cademico 2022-2023) del capitolo sulle equazioni differenziali la guida su come svolgerle e gli esercizi
sulle equazioni differenziali lineari. Inoltre manca il capitolo 5 (integrali curvilinei e campi vettoriali): 1i
aggiungero (ma non ne sono sicuro al 100%, dipende dai tempi) in futuro.

Sempre nell’anno accademico 2022-2023 non sono stati invece trattati gli esercizi sui punti critici di una
funzione (I’attuale capitolo 2 di questo file) e gli esercizi sul determinare 'immagine di una funzione, da
svolgere con i moltiplicatori di Lagrange (l’attuale capitolo 3 di questo file). Purtroppo avevo iniziato
a scrivere questo documento prima di sapere che non sarebbero stati trattati e avevo gia scritto quegli
esercizi (che ho deciso di lasciare in caso vengano trattati negli anni futuri).

Aggiornamenti dalla versione 1.1 alla 1.1.1

e Corretto esame del 22/07/2022 del capitolo Equazioni differenziali.

Aggiornamenti dalla versione 1.0 alla 1.1
e Aggiunto nel capitolo Derivate, chain rule e sviluppi:

— Desame del 10/01/2018;
— Desame del 20/06/2022.

e Aggiunto il capitolo Equazioni differenziali con:

)

t,7'(t)));
— Desame del 07/02/2022 (non lineare del terzo ordine del tipo =’ (t) = f(t, 2" (t)));

— D’esame del 10/01/2022 (non lineare del primo ordine a variabili separabili
— DPesame del 24/01/2022 (non lineare del secondo ordine del tipo z”(t) = f

-

— Desame del 20/06/2022 (non lineare del primo ordine di Bernoulli);

— Tesame del 01/09/2022 (non lineare del secondo ordine del tipo 2 (t) = f(¢
— Tesame del 09/01/2023 (non lineare del primo ordine del tipo #'(¢) = ¢ (—

(
(
(
(
— Tesame del 22/07/2022 (non lineare del primo ordine del tipo #'(t) = ¢ (Lt)
(
(
— Desame del 30/01/2023 (non lineare del primo ordine di Bernoulli);
(

— Desame del 13/02/2023 (non lineare del secondo ordine del tipo =’ (t) = f(¢, x(t))).



1 Derivate, chain rule e sviluppi

1.1 How to

Per svolgere questi esercizi di solito e richiesto 1'utilizzo della chain rule.

Teorema di derivazione composta (“chain rule”)
Siano m,n naturali, A aperto in R”, B aperto in R™, g € C*(4), f € C*(B;R"), tale che f(B) C A.
Allora:

1. go f € CY(B);
2. Ve e B, Vie{l,..,m},siha

Di(go f)(z) = Vg(f(x)) Dif(z) = Zng(f(x))%(w)
j=1 !

Nel caso in cui la funzione composta f sia in una sola variabile, ovvero si ha f(z) = g(h(x)), si calcolano
le derivate utilizzando le chain rule, ovvero

f'(x) = Vg(h(x)) - I (x)

Se & necessario calcolare f”(x), si prosegue allo stesso modo (nota: molto spesso ¢ anche necessario
utilizzare la formula della derivata del prodotto dato che in f’(z) si eseguono dei prodotti).

Se invece la funzione composta f & in due variabili, ovvero si ha f(x1,z2) = g(h(z)), & necessario calcolare
tutte le derivate di f, ovvero il suo gradiente V f (1, z2).
Occorre calcolare, sempre utilizzando la chain rule,

D1 f(z1,22) = Vg(h(z)) - D1h()
Dy f(z1,22) = Vg(h(z)) - Dah()
Sviluppo di Taylor

In alcuni esercizi e richiesto il calcolo dello sviluppo di Taylor fino a un certo ordine. La formula, fino al
secondo ordine, &

f" (o)
2!

_2fk(370). _ k_ / o o 2 2
fl@) =3 (z —20)" = f(zo) + ['(w0) - (z — z0) + (# —20)" + o(z)

Dato che servono f'(x) e f”(x), spesso occorre utilizzare la chain rule dato che f sard una funzione
composta.



1.2 Esercitazione 3.5
Siano g € C*(R?), f: RT x R = R, f(z1,72) = g(In(z1) + z2, x172). Allora V£(1,0) coincide con:

1. (D14(0,0), D1g(0,0) + D2g(0,0));
2. (D19(0,0), D19(0,0) — D2g(0,0));
3. (D19(0,0) + D2g(0,0), D1g(0,0) — D2g(0,0));
4. (D1g(0,0) + D1g(0,0), D1g(0,0) + D2g(0,0)).

f & una funzione composta con f = goh, h: R? = R? h(z1,22) = (In(x1) + 22, 2172).
Dato che Vf(1,0) = [D1f(1,0), D2 f(1,0)], occorre inizialmente calcolare Dy f(x1,x2) e Daf(x1,x2) € poi
sostituire z1 =1 e zo = 0.

Dy f(a1.22) = Vg (h(ay.2)) - Dyh(ar,2) = [Dyg(h(a1, 22)), Dag(h(ar, 22))] - (;) -
— Dyg(h(ar,2) - i + Dag(h(z1, 22)) - 72

Dy f(x1,22) = Vg (h(z1,22)) - D2h(z1,72) = [D1g(h(1,22)), D2g(h(z1,22))] - (1,21) =
= D1g(h(z1,72)) + Dag(h(z1,72)) - 71

A questo punto si puo sostituire 1 = 1 e 22 = 0. Sapendo che h(1,0) = (In(1) + 0,1 -0) = (0,0), si
possono calcolare Dy f(1,0) e Do f(1,0):

Dy(1,0) = Dyg(0,0) - £ + Dag(0,0) -0 = D1g(0,0)
D5 f(1,0) = D1g(0,0) + D2g(0,0) - 1 = D1¢(0,0) + D2g(0,0)

Adesso si puo ricavare V f(1,0):

V£(1,0) = [D1f(1,0), D2 f(1,0)] = [D1¢(0,0), D1g(0,0) + D2g(0,0)]



1.3 Esercitazione 5.2

Siano g € C?(R?) e f: R — R, f(z) = g(sin(z),cos(x)). Allora

1. f(z) =g(0,1) + D1g(0,1)z + % [D11g(0,1) — D2g(0,1)] 2 + o(z?) (z — 0);

2. f(x) = g(0,1) + D1g(0,1)z + D11g(0,1)x? + o(2?) (x — 0);

3. f(z) =g(0,1) + D2g(0,1)x + [D119(0,1) — D12g(0,1)] 2% + o(x?) (z — 0);

4. f(x) = g(0,1) + [D1g(0,1) + Dog(0, 1)]x + [D119(0,1) — D129(0,1)] 2% + o(z?) (z — 0).

[ & una funzione composta con f =goh, h: R — R?, h(z) = (sin(z), cos(z)).
E richiesto il calcolo dello sviluppo di Taylor fino al secondo ordine, che e dato da:

k "
Z f (z —20)" = f(xo) + f'(z0) - (x — x0) + % (z —20)* + o(2?)

Occorre quindi ricavare f'(z) e f”(x) per poi sostituire in ciascuno, dato che & richiesto lo sviluppo per
z—0,z=0.
f'(@) = Vg(h(z)) - h'(z) = [D1g(h(x)), D2g(h(x))] - [cos(x), — sin(z)] =
= Di1g(h(x)) - cos(x) — D2g(h(x)) - sin(z)
f"(x) = VD1g(h(x)) - I(x) - cos(x) — D1g(h(x)) - sin(x)—
—VDag(h(x)) - h'(x) - sin(z) — Dag(h(x)) - cos(x) =
= [D11g(h(x)), D12g(h(x))] - [cos(z), —sin(z)] - cos(x) — D1g(h(x)) - si
—[D219(h(x)), D22g(h(x))] - [cos(x), —sin(x)] - sin(x) — Dag(h(z)) -
= Di1g(h(x)) - cos®(z) — Di2g(h(x)) - sin(z) - cos(z) — Dig(h(x)) - sin(z)—
—Da1g(h(x)) - cos(x) - sin(z) — Dazg(h(w)) - sin® () — Dag(h(z)) -

A questo punto si pud sostituire 2 = 0. Sapendo che h(0) = (sin(0), cos(0)) = (0, 1), si possono calcolare
f(0), f7(0) e f7(0):
f(0) = ¢(0,1)
1/(0) = D1g(0,1) - cos(0) — Dag(0,0) - sin(0) = D1¢(0,1)

f"(0) = D119(0,1) - cos*(0) — D12g(0, 1) - sin(0) - cos(0) — D1 g(0, 1) - sin(0)—
—D319(0,1) - cos(0) - sin(0) — Dazg(0,1) - sin®(0) — Dag(0, 1) - cos(0) =
= D119(0,1) — D2g(0,1)

Ne segue che:

f(z) = g(0,1) + Dyg(0, 1)x+ [Dug(O 1) — Dyg(0,1)] 22 + o(2?) (z — 0)



1.4 Esercitazione 5.4

Siano g € C*(R), f : R? = R, f(x1,22) = g(x1 — x2). Allora
1. D}f(x1,22) D3 f(x1,22) = 0 V(21,22) € R?;
2.

x1,m2) + D3 f(x1,22) = 0 V(21,72) € R?;

)

DY f( )
3. D2f(xy,m3) — D2f(x1,32) = 0 V(x1, 22) € R
4. DI f( ) —

x1,29) — Daf (21, 22) = 0 V(x1,22) € R?;

f & una funzione composta con f =goh, h: R? = R, h(z1,22) = (1 — 22).
Per svolgere ’esercizio e richiesto il calcolo delle derivate seconde di f.

Si calcola Dy f(z1,72) e poi DI f(x1,x2):

Dy f(w1,2) = Vg(h(w1,22)) - Dih(x1,22) = Vg(h(z1,25)) - 1 =
= Dyg(h(x1,22)) + Dag(h(z1, z2))

D%f(xhl’g) = V(Dlg(h(l’l,l’g))) . Dlh(l'l,fﬂg) -+ V(Dgg(h(l’l,zg))) . Dlh(il,xz) =
= V(D1g(h(z1,22))) - 1 + V(D2g(h(21,22))) - 1 = V(D1g(h(z1,22))) + V(D2g(h(z1, 72)))

In modo analogo si calcola D f(x1,22) e poi D3 f(x1,22):

Dsf(z1,22) = Vg(h(z1,22)) - Dah(z1,22) = Vg(h(z1,22)) - (—1) =
= —Dyg(h(z1,22)) — Dag(h(x1,x2))

D%f(xl,xg) = V(—Dlg<h<$1,$2))> . Dgh(a?l, 56‘2) + V(—Dgg(h($1,$2)>) . D2h($1, 372) =
= —V(Dig(h(z1,22))) - (=1) = V(D2g(h(z1,22))) - (=1) = V(D1g(h(z1,22))) + V(D2g(h(z1,22)))

Si nota che D2 f(x1,22) = D3 f(x1,22) da cui segue immediatamente che D? f(z1,x2) — D3 f(z1,72) = 0.



1.5 Esame del 10/01/2018

Siano f € C2(R), g : R* x R = R, g(a1,x2) = 22/ ). Allora Dy»f(1,1) =
L3f/(1) + f"(1);
2. 3f'(1);
3. —6f'(1);

4. nessuna delle precedenti.

Nota: nel testo dell’esercizio ¢’ probabilmente un errore. La funzione f(z3) ha solo la variabile x5 e
quindi calcolando la sua derivata parziale rispetto a x; verrebbe 0; calcolando poi la derivata parziale
rispetto a xo si avrebbe sempre 0. Inoltre, viene poi chiesto di sostituire ;1 = 1 e zo = 1 all’interno di
f ma, come detto prima, f dipende solo da zs. Se il testo dell’esercizio fosse corretto, allora la risposta
giusta sarebbe “nessuna delle precedenti”.

Probabilmente quindi il testo dell’esercizio & errato e si richiedeva in realta di calcolare D12g(1,1), come
fatto di seguito.

E necessario calcolare Dig(x1,x2), ovvero la derivata di g rispetto a z; e poi da questa calcolare
Diog(x1,x2), ovvero la derivata di Dyg(x1,x2) rispetto a xa.

Per calcolare Dqg(x1, ) si utilizza la regola di derivazione f(z) = 2™ — f'(z) =n - 2" L

Dig(w1,w2) = 3f(xa) - 2y ™97
Per calcolare Diag(z1,22) si utilizza la derivata del prodotto e la regola di derivazione f(z) = a* —
f'(z) =a® - 1n(a):
Duzg(ar, w2) = 3f (w2) - oy 7! 4 3f (a2) -}/ n ()

Non ¢ necessario proseguire con i calcoli in quanto & richiesto il calcolo di D12¢(1,1) e dato che In (1) = 0,
conviene sostituire subito:

Diog(1,1) = 3f/(1) - 13/ M=t 4 37(1) - 13/ M= n (1) =
=3f/(1)- 1MW =3f(1) - 1=3f(1)



1.6 Esame del 03/09/2018
Sia f € C*(R?), g : R = R, g(z) = f(2z,cos(x)). Allora g"(0) =

—_

. 4D11f(0, 1) - D2f(07 1);

[N)

. 2D11f(0,1) — Do f(0,1);
. 2D11 £(0,1) + Dy f(0,1);

- W

. nessuna delle precedenti.

g ¢ una funzione composta con g = foh, h: R — R? h(z) = (2z,cos(z)).
Per poter calcolare ¢"’(0) & necessario calcolare ¢'(x), ¢’ (z) e poi sostituire x = 0.

§'(2) = Vi(h(x)) - W(x) = [D1 f(h(x)), Daf (h(x))] - (2, — sin()) = 2Dy f(h(x)) — Do f(h(x)) - sin(x)

g"(x) = V(2D1f(h(x))) - I (x) = V(D2f (h(=))) - h'(x) - sin(z) — Do f(h(x)) - cos(x)

Si pud notare che sono presenti seni e coseni in g”(z). E conveniente, prima di continuare, sostituire
subito = 0 per semplificare i calcoli. In particolare h(0) = (2 - 0,cos(0)) = (0,1) mentre, dato che

W(z) = (2, —sin(z)), h'(0) = (2, —sin(0)) = (2,0).
9"(0) = V(2D1£(0,1)) - ( 0) — V(sz(O 1)) - (2,0) - sin(0) = D2 f(0,1) - cos(0) =

= 2V(D1£(0,1)) - (2,0) = D2f(0,1) =2+ [D1af(0,1), Di2f(0.1)] - (2,0) = D2f(0,1) =
= 4D, f(0,1) — Do f(0,1)



1.7 Esame del 08/01/2019
Sia f € C*(R?), g: R = R, g(x) = f(3%,z). Allora

Log(x) = f(1,0) + [D1f(1,0) + D2 f(1,0)]x + o(z) (x = 0);
2. g(x) = f(1,0) + [D1f(1,0) In(6) + Dy f(1,0)]z + o(x) (x = 0);
3. g(x) = f(1,0) + [D1f(1,0) In(3) + Do f (1, 0)]z + o(z) (x = 0);

4. nessuna delle precedenti.

g & una funzione composta con g = foh, h: R — R? h(z) = (3%, z).
E richiesto il calcolo dello sviluppo di Taylor fino al primo ordine, che & dato da:

1 kx
g(x) ;;)g ,(dO)

Occorre quindi ricavare g'(x) per poi sostituire, dato che & richiesto lo sviluppo per © — 0, x = 0.

(2 — m0)" = g(z0) + ¢'(z0) - (x — 20) + 0(2)

g'(x) = Vf(h(x)) - b (x) = [D1f(h(x)), Do f (h(x))] - (3" In(3), 1) = Dy f(h(x)) - 3" In(3) + D2 f (h(x))

Si puo ora sostituire x = 0 in g(x) e in ¢'(x).
9(0) = £(3°,0) = f(1,0)

g'(0) = Dy £(1,0) - 3°In(3) + D3 f(1,0) = Dy £(1,0) - In(3) + D2 f(1,0)

Si ricava infine lo sviluppo di Taylor al primo ordine per x — 0.

9(x) = f(1,0) + [D1f(1,0)In(3) + D2 f(1,0)]z + o(z) (z — 0)

10



1.8 Esame del 20/06/2022

Siano f € CY(R?), f(z1,22) > 0 V(z1,22) ER2 e g: R = R, g(t) = f(2t,3t)". Calcolare ¢'(0).

g ¢ una funzione composta con g = foh, h: R — R? h(t) = (2t, 3t).
Per poter calcolare g’(0) & necessario calcolare ¢g'(t) e poi sostituire ¢ = 0.

Si puo riscrivere g(t) come e™9®) In questo modo si ha:

g(t) = o (f(2t73t)t2) — P In(f(2t,31))

2 d
g (t) = e FEL3) - [t% - In (f(2t,3t))]

4 (2 -In (f(2t,3t))] =2t - In (f(2t,3t)) +¢* - Vi) - () _

dt 7(2t,31)
= 2t In (£(2£,30)) + - W _
— 2t In (f(2t,3t)) + 2 [le(h(t))}gif?fg(t))] 2,3
= 2t - In (f(2t,3t)) + 12 - 2D1f(h(jc)()2;: §£2f(h(t))
Nota: non era necessario proseguire con i calcoli. Infatti, appena ¢ stato calcolato 4 LtQ -In (f(2t,31))]

usando la derivata del prodotto, ¢ apparso nella prima parte 2t e nella seconda parte t=.
E quindi evidente che sostituire ¢ = 0 dia ¢’(0) = 0:

2D f(h(t)) + 3D2 f (h(t))

7(2t,3t) =0

¢/(0) = 0-In(f(2,31) +0-

11



1.9 Esame del 01/09/2022

Siano f € C%2(R?) e g(t) = f (t, 56252 ds). Calcolare ¢”(0).

g & una funzione composta con g = foh, h: R — R? h(t) = (t7 0t6232 ds).

Per calcolare h/(t) dell’integrale si utilizza il teorema fondamentale del calcolo integrale, con cui si ottiene
B () = (1,6%2).

Per poter calcolare g”(0) & necessario calcolare ¢'(t), ¢g”(t) e poi sostituire ¢t = 0.

2

g'(6) = VI (h(£)) - W' () = [Dyf(h(8)), Daf (h(e))] - (1,2 ) = D f(R(1)) + Daf(h()) - €
g"(t) = V(DL (h(t))) - (1) + V(D2 (h(1))) - (1,627 - €2 + Daf(n(t)) - 4te*” =
= Dy f(h(t)) + Diaf (h(2)) - €2 + | Doy f(h(t)) + Dasf(h(t)) - eﬂ 2 4 Dof(h(t)) - dte?”

A questo punto si pud sostituire ¢ = 0. Il termine €2’ per ¢ = 0 ¢ uguale a 1 mentre h(0) = (0,0). Di
conseguenza:

g"(0) = D11 £(0,0) 4+ D12£(0,0) + D21 f(0,0) + D22£(0,0)

12



1.10 Esame del 30/01/2023
Sia f € C%(R), g: R — R, g(t) = f(cos(t),sin(4t)). Calcolare g”(0).

g & una funzione composta con g = foh, h: R — R? h(t) = (cos(t),sin(4t)).
Per poter calcolare ¢’’(0) € necessario calcolare ¢'(t), g’ (t) e poi sostituire ¢ = 0.

g'(t) = Vf(h(t)) - W'(t) = [D1f(h(t)), D2 f (h(t))] - (—sin(t), 4 cos(4t)) =
= —D; f(h(t)) sin(t) + 4D f(h(t)) cos(4t)
g’ (t) = =V (D1 f(R(t))) - (—sin(t), 4 cos(4t)) - sin(t) — Dy f(h(t)) - cos(t)+
+4V (D2 f (h(t))) - (—sin(¢), 4 cos(4t)) - cos(4t) — 16Dy f (h(t)) - sin(4¢)
Si pud notare che sono presenti seni e coseni in g”(t). E conveniente, al posto di proseguire con i calcoli,

sostituire subito ¢ = 0 per semplificare i calcoli dato che cos(0) =1 e sin(0) = 0.
Data h(t), si ha h(0) = (1,0). Ne segue che:

g"(0) = =V(D1£(1,0)) - (0,4) - sin(0) — Dy f(1,0) + 4V (D4 f(1,0)) - (0,4) — 16D2f(1,0) - sin(0) =
= Dy f(1,0) + 4V(D2f(1,0)) - (0,4) =
= —D1 f(1,0) +4 - [Da1 f(1,0), D2a f(1,0)] - (0,4) =
= —D;f(1,0) 4 16 D3 f(1,0)
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2

2.1

Punti critici di una funzione

How to

Per determinare i punti critici di una funzione f in n variabili occorre:

1.

6.

calcolare il gradiente della funzione f, definito come V f(z) := [D1f(2), ..., D, f ()] (il vettore delle
derivate parziali di f);

. porre Vf(z) =0, ovvero

Dif(z) =0

Dy f(x) =0

e risolvere il sistema. I punti trovati sono i punti critici di f;

. calcolare le derivate seconde di f, ovvero derivare il gradiente V f rispetto alle n variabili.

In particolare, nel caso di due variabili si deriva D; f(x) rispetto alla prima variabile ottenendo
Dy, f(z) e rispetto alla seconda variabile ottenendo Disf(x). Si deriva poi Dy f(z) rispetto alla
prima variabile ottenendo Da; f(x) e rispetto alla seconda variabile ottenendo Das f(x).

Nel caso di tre variabili si procede in modo analogo ricavando le 9 derivate seconde;

. calcolare la forma quadratica

Q(hy, ..., hy) = % > Dijf(x)hih;

i=1 j=1
Nel caso di due variabili varra

1

Q(hy,hy) = 3

[D11f(z) - hihy + Digf(x) - hiha 4+ Doy f(x) - hohy + Dag f(x) - haho]

Nel caso di tre variabili si procede in modo analogo ricavando i 9 termini;

. sostituire, per ciascun punto critico trovato precedentemente, le sue coordinate in @ (al posto di

Z1,...,&,) € calcolare la forma quadratica in quel punto, che sara ora una funzione dipendente da
iy ey B

Q@ ¢ semidefinita negativa se Q(h) <0 Vh € R,
@ ¢ definita positiva se Q(h) > 0 Vh € R"\ {O};

(e) se non si rientra nei casi precedenti, () non ¢ semidefinita.
In base alla forma quadratica ottenuta per ciascun punto critico, si puo dire che:

(a) se la forma quadratica @ ¢ definita positiva, il punto critico &€ un punto di minimo relativo per
fi

(b) se la forma quadratica @ ¢ definita negativa, il punto critico ¢ un punto di massimo relativo
per f;

(c) se la forma quadratica ) non & semidefinita, il punto critico & un punto di sella per f (ovvero
non ¢ un estremante relativo);

(d) se la forma quadratica & semidefinita negativa o semidefinita positiva, non si pud dire nulla
riguardo al punto critico.
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2.2 Esercizio 2.5.3 (VII)
Determinare e studiare i punti critici della seguente funzione f : R? — R, f(x1,72) = z122(21 — 1).

Si inizia cercando i punti critici di f, ovvero i punti che annullano il gradiente. Occorre quindi calcolare
il gradiente e porlo uguale a 0. Per comodita si riscrive la funzione f come f(x1,2) = 2229 — 2125.

Vf(x1,20) = 22120 — 22,27 — 21] = 0

2.’E1(E2—(E2:0
2?2 — 11 =0

Dalla seconda equazione si ricava 1 = 0 e 1 = 1; di conseguenza per entrambi i valori si ha x5 = 0.
I punti critici trovati sono quindi (0,0) e (1,0).

A questo punto si calcolano le derivate seconde per poi determinare la forma quadratica.

Dy f(x1, 22) = 229
Diaf(x1,22) = Doy f(x1,22) = 221 — 1
Do f(x1,22) =0

2 2
1 1
Q(hl, hg) = 5 ZZ Dijf(l'la $Q)hihj = 5[(21‘2)}11}11 + (21’1 — 1)h1h2 —+ (2I1 — l)hghl] =

i=1 j=1

1
= 5[2.%2}1% +2- (2331 — 1)h1h2] = 332]1% + (2%‘1 — l)hlhg

Nel punto (0,0) si ha Q(hy, he) = —hihe mentre nel punto (1,0) si ha Q(hy, he) = hihs. In entrambi i
casi a seconda di come si prendono hy e hy (entrambi positivi, uno positivo e uno negativo o entrambi
negativi) si puo ottenere Q < 0, @ =0 0 Q > 0. In entrambi i punti quindi @ non & semidefinita. Segue
che (1,0) e (—1,0) sono punti di sella.
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2.3 Esercizio 2.5.3 (VIII)

Determinare e studiare i punti critici della seguente funzione f : R? — R, flz1,20) = a:‘;’—i—xl —4951952—290%.

Si inizia cercando i punti critici di f, ovvero i punti che annullano il gradiente. Occorre quindi calcolare
il gradiente e porlo uguale a 0.

Vf(x1,z0) = [323 + 1 — 4y, —4xy — das] = 0

323 +1—4da2=0
—43?1—45(}2:0

Risolvendo il sistema si trovano facilmente i punti critici (—%, %) e (—1,1).

A questo punto si calcolano le derivate seconde per poi determinare la forma quadratica.
Dy f(z1,72) = 621
Diaf(x1,22) = Doy f(x1,22) = —4
Das f(w1,72) = —4

hl, h2 [(61‘1)h1h1 — 4h1h2 — 4h2h1 — 4h2h2] =

l\DM—l

2 2
ZZ Dij f (w1, 22)hih; =

= 5[(sxlhf — 8hyhy — 4h3] = 3x1h? — 4hyhy — 2h3

l\.')\»—l

Nel punto (— , 3) si ha Q(h1, he) = —h? — 4h1hy — 2h3. Se si suppone h; = 0 0 hy = 0, Q & definita
negativa in quanto escludendo il caso in cui hy = ho = 0 si ha sempre @ < 0. Tuttavia, se si suppone
hi = —1 e hy = 1 si ottiene @ = 1 > 0 e di conseguenza Q non & semidefinita. Ne segue che (—3, %) ¢
un punto di sella.

Nel punto (—1,1) si ha Q(h1, ho) = —3h? — 4hyhy — 2h3. In questo caso si ha sempre @@ < 0 tranne per
hy = ho = 0, ovvero @ ¢ definita negativa.

Lo si puo facilmente notare considerando che i termini —3h2 e —2h3 sono sempre negativi e di conseguenza
si potrebbe avere Q > 0 solo se —4hi1hy > 3h§ + 2h§ ma ¢ facile verificare che questa condizione non ¢
mai vera. Ne segue che (—1,1) ¢ un punto di massimo relativo.
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2.4 Esercizio 2.5.4 (III)
Determinare e studiare i punti critici della seguente funzione f : R?* — R, f(z1, 22, 73) = 227 + 23+ 213 —

T1Tg — X1T3.

Si inizia cercando i punti critici di f, ovvero i punti che annullano il gradiente. Occorre quindi calcolare
il gradiente e porlo uguale a 0.

Vf(Il, Z‘g,xg) = [4.%‘1 — Ty — I3, 2332 — T, 2 — Z‘l} =0

4171—I2—173:O
2%27%1:()
2—1‘1:0

Si ricava immediatamente il punto critico (2,1,7).
A questo punto si calcolano le derivate seconde per poi determinare la forma quadratica.

Dy f(1, 22, 23) = 4

Dia f(z1, 22, 23) = Do1 f(21,22,23) = —1

Disf(z1,22,23) = D31 f(z1,22,23) = —1
Do f(x1,29,23) =2

Do f(z1,72,23) = D3z f(21,22,23) =0
D33 f(x1, 29, 23) = 0

N

3 3
Q(hl, hz, hg) = Z ZDijf(ZL'l,iCQ,.’Eg)hihj = %[4h1h1 — hth — hlhg — hzhl + 2h2h2 — hghl] =
i=1 j=1

Lo 2 2 2

= 5[4h1 — 2hyhg — 2h1hg + 2h3) = 2hy + h5 — hihe — hihs

Si nota che in questo caso non & necessario sostituire le coordinate del punto (2,1,7) in quanto =1, x5 €
x3 non compaiono nella forma quadratica Q).
Per capire di che punto si tratta si puo semplificare I'analisi provando a porre uno o piu A nulli e vedere
come varia cio che resta di Q. Se ad esempio si pone h; = 0, si ha Q(0, ha,h3) = h3 e in questo caso
(@ ¢ definita positiva in quanto, escludendo hy = 0, si ha sempre ) > 0. Tuttavia, se si pone hy = 0, si
ha Q(hy,0,h3) = 2h? — hihs e in questo caso si vede subito come si pud ottenere sia Q > 0, sia Q < 0
(& sufficiente prendere, per esempio, h1 = 5 e hy = 1 oppure hy = 1 e hg3 = 5). In questo caso @) non &
semidefinita. Ne segue che (2,1,7) & un punto di sella e di conseguenza f non ha estremanti relativi.
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2.5 Esercitazione 3.5

Sia f:R? - R, f(x1,72) = 2229 + 23 — 29. Allora
1. f ammette un solo punto di massimo relativo;
2. f ammette esattamente due punti di massimo relativo;
3. f ammette esattamente tre punti di massimo relativo;

4. f ammette piu di tre punti di massimo relativo.

Si inizia cercando i punti critici di f, ovvero i punti che annullano il gradiente. Occorre quindi calcolare
il gradiente e porlo uguale a 0.

Vf(x1,x9) = 22129, 22 + 322 — 1] = 0

21711‘2 =0

22 4+375-1=0
Per la legge dell’annullamento del prodotto, dalla prima equazione si ottiene 1 = 0 oppure zo = 0. Se
z1 = 0, dalla seconda equazione si ricava xo = :t% mentre se x5 = 0 dalla seconda equazione si ricava
xr1 = +1.
I punti critici trovati sono quindi (0, %), (0, f%), (1,0) e (—1,0).

A questo punto si calcolano le derivate seconde per poi determinare la forma quadratica.

Dllf(xla 332) = 2.1?2
D1sf(x1,x2) = Do1 f(z1, x2) = 221
Dao f(x1,22) = 622

2 2
1 1
Q(hla h2) - 5 ;; Dijf(xl,.’ﬂg)hihj = 5[(2$Q)h1h1 -+ (2xl)h1h2 + (21’1)h2h1 -+ (61’2)h2h2] =

1
= 5[2.%2}1% + 4171h1h2 + 61‘2}7%] = $2h% + 2I1h1h2 + 3.172}1% = x1(2h1h2) + IQ(h% + 3h§)

Nel punto (0, %) si ha Q(h1, ha) = %(h% +3h3). Q & definita positiva in quanto escludendo il caso in

cui tutti gli A sono nulli, ovvero hy = hy = 0, Q & sempre definita positiva. Segue che (0, %) € un punto
di minimo relativo.
Nel punto (0, —% si ha Q(hy, ha) = —%(h% +3h3). Q & definita negativa in quanto escludendo il caso

in cui tutti gli A sono nulli, ovvero hy = ho = 0, @) & sempre definita negativa. Segue che (O7 —%) ¢ un

punto di massimo relativo.

Nel punto (1,0) si ha Q(h1, h2) = 2h1he mentre nel punto (—1,0) si ha Q(h1, he) = —2h1hs. In entrambi
i casi a seconda di come si prendono h; e he (entrambi positivi, uno positivo e uno negativo o entrambi
negativi) si puo ottenere Q < 0, @ =00 @ > 0. In entrambi i punti quindi @ non & semidefinita. Segue
che (1,0) e (—1,0) sono punti di sella.
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3 Determinare I'immagine di una funzione

3.1 How to

Prima di iniziare bisogna assicurarsi che la funzione f ristretta all’insieme A sia un intervallo e ammetta
massimo e minimo. Per esserne sicuri devono valere i teoremi di Weierstrass e di Bolzano.

Teorema di Weierstrass
Siano n,m € N; A C R™ non vuoto, chiuso e limitato, f : A — R™ continua. Allora:

1. f(A) & chiuso e limitato in R™;

2. se m =1, f ammette massimo e minimo.

Teorema di Bolzano
Siano n,m € N, A C R™ connesso per archi, f : A — R™ continua. Allora:

1. f(A) & connesso per archi R™;

2. se m =1, f(A) & un intervallo.

Sia A C R™. Diremo che A é:
1. chiuso se F'r(A) C A;
2. limitato se esiste M > 0 tale che ||z|| < M Vz € A;

3. connesso per archi se, comunque si prendano z,y € A, esistono a,b € Rcona <be ¢ : [a,b] - R"
continua, tali che:

(a) ¢(a) ==, $(b) = y;
(b) ¢(la,0]) € A.

Se quindi A & chiuso, limitato, non vuoto e connesso per archi e f: A — R & continua, allora f(A4) ¢ un
intervallo e ammette massimo e minimo, ovvero f(A) = [mﬁn 7 max f-

Supponiamo di voler trovare il massimo e il minimo della funzione f : A — R, f(z1, %2, 23) = 23 — 29 + 23
sull'insieme A := {(x1,z2,23) € R3 : 2% + 23 <1,0 <23 < 1}.

Dato che A & chiuso, limitato, non vuoto e connesso per archie f : A — R & continua, f(A) & un intervallo
e ammette massimo e minimo, ovvero f(A4) = [Hgn 7 max f]-

Per cominciare ¢ comodo disegnare l'insieme A fornito nel testo dell’esercizio per facilitare I'analisi del-
I’interno e della frontiera. Nella prima condizione si prende la porzione di piano interna alla circonferenza
22 + 23 < 1 (con il bordo incluso) e nella seconda condizione si limita questa circonferenza lungo I'asse
x3 fra 0 e 1 (inclusi). A & quindi un cilindro pieno di raggio unitario e di altezza unitaria:

Si comincia a studiare I'interno di A, ovvero Int(A) = {(x1,72,23) € R® : 2% + 23 < 1,0 < a3 < 1}.
Occorre porre a sistema il gradiente nullo della funzione f con le condizioni di Int(A), ovvero

2¢1 =0
Vf(xl,l‘g,l‘g,) = (0,0,0) —-1=0
2+ 23 <1 —q2x3=0
0<z3<1 i +a3 <1

O0<zg<l1

11 sistema non & risolvibile e pertanto Int(A) non ha punti critici.

La frontiera di A ¢ il “bordo” del cilindro e va di conseguenza suddivisa in piu parti.
Fr(A)=V1uVLUuVsUV,UVs

In particolare si ha:
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L. Vi = {(z1,79,23) € R®: 0 < 23 < 1,22 +2% = 1}, ovvero la parte cilindrica strettamente compresa
fra 0 e 1;

2. Vo := {(z1,79,23) € R® : 22 + 23 < 1,23 = 0}, ovvero la parte di piano strettamente all’interno
della circonferenza z? + 23 < 1 ad altezza 3 = 0;

3. Va = {(z1,79,23) € R® : 22 + 23 < 1,23 = 1}, ovvero la parte di piano strettamente all’interno
della circonferenza z? + 23 < 1 ad altezza 3 = 1;

4. Vi = {(z1,m2,23) € R? : 23 + 23 = 1,23 = 0}, ovvero la circonferenza di equazione % + 23 = 1 ad
altezza x3 = 0;

5. Vs i= {(w1,m2,23) € R3 : 22 + 23 = 1,23 = 1}, ovvero la circonferenza di equazione z? + 23 = 1 ad
altezza x3 = 1.

Le circonferenze V4 e V5 sono da studiare a parte e non possono essere considerate direttamente dentro
Vi, Vo e V3 in quanto sono punti in comune a piu parti di frontiera.

Per ciascuna parte della frontiera si pongono le equazioni presenti, g(z), uguali a 0 e si calcola la matrice
jacobiana. Se la matrice jacobiana ricavata ha sempre rango massimo, allora si puo applicare il teorema
dei moltiplicatori di Lagrange e porre V f(xz) = A - Vg(x). Ponendo poi queste equazioni a sistema con
le condizioni (sia equazioni che disequazioni) della parte di frontiera considerata, le eventuali soluzioni
saranno punti critici.
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Vi ha l'equazione z? + 23 = 1, quindi g(z1,22,23) = 2% + 25 — 1. La matrice jacobiana di g vale
Jg(21, 22, 23) = (21‘1 219 0) e ha sempre rango massimo tranne nel caso in cui z1 = 0 e x5 = 0.
Tuttavia, dato che questo punto non appartiene a V7, si puo applicare il teorema dei moltiplicatori di
Lagrange e porre

2r1 = 2X\x1
Vf(z1,2z2,23) = A Vg(x1, 22, 23) —1 =2\xzq
3 +25-1=0 —+ <223 =0
0<zz3<1 2+25-1=0
O<ag<1

Si nota subito che non ci sono soluzioni in quanto la terza equazione € in contrasto con 'ultima condizione
del sistema.

Vo ha l'equazione x3 = 0 e quindi g(z1,x2,23) = x3. La matrice jacobiana di g vale Jy(x1,x2,23) =
(0 0 1) e ha sempre rango massimo, percio si pud applicare il teorema dei moltiplicatori di
Lagrange e porre

21‘1 =0
Vf(xy,z2,23) = A Vg(z1, 22, 23) —-1=0
3 =0 — < 2x3 = A
2 4+2i<1 3 =0
ri+a3 <1

Il sistema non ha soluzioni.

V3 ha l'equazione x3 = 1 e quindi g(x1, z2,z3) = x3 — 1. La matrice jacobiana di g vale Jy(z1, 22, 23) =
(0 0 1) e ha sempre rango massimo, percio si puo applicare il teorema dei moltiplicatori di
Lagrange e porre

201 =0
Vi(xy,ze,23) = X Vg(z1, 22, 23) -1=0
r3 =1 — < 2x3 = A
23+ a3 <1 T3 =1

2 +a23 <1

Il sistema non ha soluzioni.
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V4 ha le equazioni 22 + 23 = 1 e 23 = 0, quindi g(x1,z2,73) = [#7 + 25 — 1,23]. La matrice jacobiana
2331 233‘2 0
0 0 1

guardano i minori di ordine 2:

2!,61 2{];‘2 o 2(,61 0 o 2$2 0 o
det(o 0>0 det<0 1)211 det<0 1)2@

La matrice J ha sempre rango massimo tranne nel caso in cui 1 = 0 e zo = 0. Tuttavia, dato che questo
punto non appartiene a Vy, si puo applicare il teorema dei moltiplicatori di Lagrange e porre

di g vale Jy(z1,x2,23) = ) Per capire se la matrice ha rango massimo, ovvero 2, si

2x1 =2 x1+0- p

Vf(x1,22,23) = A Vgi(x1,x9,23) + p - Vga(x1, 2, 23) —1=2 20 +0-p
z3=0 —92x3=0-A+p —
22+ a3 =1 x3 =0
2+ 23=1
2x1 = 2X\x1
—1 =2\zo

— $2x3 =4
$3=0
2 +ri=1

Le soluzioni del sistema, ignorando i valori di A e i che non servono, sono (@, %, 0), (—@, %, 0), (0,1,0)
e (0,—1,0).

Vs ha le equazioni 2 + 23 = 1 e 3 = 1, quindi g(21, ¥, 73) = [23 + 23 — 1,23 — 1]. La matrice jacobiana
. 2 2 0 . S . .\

di g vale Jy(x1,z2,x3) = ( gl 32 1). Essendo la stessa matrice vista in V; sappiamo gia che

ha sempre rango massimo tranne nel caso in cui ;1 = 0 e 2 = 0. Tuttavia, dato che questo punto non

appartiene a Vs, si puo applicare il teorema dei moltiplicatori di Lagrange e porre

2x1 =2 x1+0- p

Vf(x1,22,23) = A Vgi(x1,29,23) + p - Vga(x1, 2, 23) —1=2\z0+0-p
r3 =1 = 2x3=0-A4+p —
2+ a3 =1 r3 =1
i +a2i=1
2x1 = 2A\x1
-1 :2)\{E2

— S 2x3 =4
.13321

2 +ri=1

Le soluzioni del sistema, ignorando i valori di A e p che non servono, sono (‘/75, —%, 1), (—?, —%, 1),
(0,1,1) e (0,-1,1).
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Per trovare il massimo e il minimo di f(A) si sostituiscono tutti i punti critici trovati nella funzione f
fornita nella consegna. Il valore piul basso che si trova € il minimo assoluto e il valore piu grande che si

trova ¢ il massimo assoluto.
31 1
f £7 a0 0 =7
272 4

V31 1
f<—2727 >:4

f(ov 170) =-1
£(0,-1,0) =1

f(0,1,1) =0
f(0,-1,1) =2
Si puo concludere che f(A)

I
|
—_
lo
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3.2 Esempio 2.8.4
Sia f : A — R. Determinare 'immagine f(A) nel caso di A = {(z1,72) € R? : 22 + 423 = 4},

flx1,m2) = 2% — 9.

Dato che A & chiuso, limitato, non vuoto e connesso per archie f : A — R & continua, f(A) ¢ un intervallo
e ammette massimo e minimo, ovvero f(A) = [mjn fs max f]-

N

-3

Dato che A & un’ellisse in R? occorre studiare soltanto la sua frontiera, definita dall’equazione stessa
dell’ellisse.

Data 'equazione dell’ellisse, 72 + 423 = 4, si ha g(z1, 72) = 22 + 423 — 4. La matrice jacobiana di g vale
Jg(xl, x9) = (2x1 8x2) e ha sempre rango massimo tranne nel caso in cui z; = 0 e o = 0. Tuttavia,
dato che questo punto non appartiene a V7, si puo applicare il teorema dei moltiplicatori di Lagrange e
porre
Vfi(x1,z2) =\ Vg(ay,x
flay,x2) 9(w1,72) 1= 8\a

{ 2:81 = 2/\1‘1
22+ 422 =4
! 2 x? + 423

=4
Le soluzioni del sistema, ignorando i valori di A che non servono, sono (%, —é), (—%, —é), (0,1) e
(07 _1)'

Sostituendo i punti critici trovati nella funzione f si trova il massimo assoluto e il minimo assoluto di

f(A).
37 1)\ 65
N4 78)" 16

48] 16
f0,1) = —1
£0,-1) =1

Si pud concludere che f(A) = [-1,%].
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3.3 Esempio 2.8.7

Sia f : A — R. Determinare 'immagine f(A) nel caso di A = {(z1,22) € R? : -1 < 25 < 21 < 1},
flx1,m2) = a1 — 22123 — 2.

Dato che A & chiuso, limitato, non vuoto e connesso per archie f : A — R & continua, f(A) ¢ un intervallo
e ammette massimo e minimo, ovvero f(A) = [mjn fs max f-

2}

T

-2 -1 1 2

Al
A & la porzione di piano delimitata da —1 < xo, da 7o < 2 e da 2] < 1.

Si comincia a studiare I'interno di A, ovvero Int(A) = {(z1,22) € R? : =1 < my < xf < 1}. Int(A) si
puo anche scrivere, per comoditd, come due disequazioni separate, ovvero —1 < xy < 1 e —1 < 29 < z7.
Occorre porre a sistema il gradiente nullo della funzione f con le condizioni di Int(A), ovvero

43 — 222 =0
Vf(z1,22) = (0,0) Lo

74$1I271:0
1<z <1 —
4 —1l<z <1
-1 <z <} 4
-1 <z <

Risolvendo il sistema si trova il punto (%, —%)

La frontiera di A va suddivisa in cinque parti, ovvero le singole linee del bordo piti una quinta parte per
i punti in comune a piu parti. Questa quinta parte si puo scrivere con le singole equazioni e risolvendo
normalmente oppure, piu rapidamente, si possono ricavare direttamente le coordinate dei punti dal grafico
di A.

F’I“(A):Vlu‘/gu‘/éu‘/au%

In cui:

Vi ={(z1,22) ER?: —1 < m; < 1,25 = 2%}
Vo ={(21,20) ER*: ~1 <y < 1,2y =1}
Vs ={(z1,20) ER?: =1 <y < 1,29 = —1}
Vi={(z1,22) € R?: —1<azy<l,21= -1}
Ve = (1.1 (1L, -1), (-1, ~1), (-1, 1)}
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Vi ha l'equazione x5 = xf e quindi g(z1,22) = 2o — 2]. La matrice jacobiana di g vale Jy(z1,22) =

(—491::13 1) e ha sempre rango massimo, percio si puo applicare il teorema dei moltiplicatori di Lagrange
e porre
4x3 — 222 = —4)x3
Vi(zi,22) =X Vg(x1,22) ! 2 !
4 —4.7311‘2 —1=x
To = Ty — 4
ro = 561
1<z <1
—-1l<z <1

La soluzione del sistema, ignorando il valore di A che non serve, & (0, 0).

V5 ha l'equazione z1 = 1 e quindi g(z1, z2) = 1 —1. La matrice jacobiana di g vale Jy(z1,22) = (1 0)
e ha sempre rango massimo, percio si puo applicare il teorema dei moltiplicatori di Lagrange e porre

43 — 202 = )\
Vf(xi,x2) = X-Vg(r1,22) ! 2

—4%11’2 —1=0
T = 1 —
T = 1
—1l<ax <1
1<z <1
La soluzione del sistema, ignorando il valore di A che non serve, e (1, —%).
V3 ha Pequazione zo = —1 e quindi g(z1,22) = x2 + 1. La matrice jacobiana di g vale Jy(z1,22) =
(0 1) e ha sempre rango massimo, percio si puo applicare il teorema dei moltiplicatori di Lagrange e

porre

423 — 222 =0
Vi(xi,22) = A Vg(x1,x2) ! 2

—41‘1.132—1:)\
.IQ:—I — 1
“lemsd $21_<x <1
- 1

La soluzione del sistema, ignorando il valore di A che non serve, ¢ (3%/5’ —1).

Vi ha Pequazione z1 = —1 e quindi g(z1,22) = z1 + 1. La matrice jacobiana di g vale Jy(z1,22) =
(1 O) e ha sempre rango massimo, percio si puo applicare il teorema dei moltiplicatori di Lagrange e
porre

43 — 222 = )\
Vi(xi,z2) =X Vg(x1,22) 1 2

—4331562—1:0
Ty =—1 — 1

x = —
Tlemsd l<m<l

- 2

La soluzione del sistema, ignorando il valore di A che non serve, ¢ (71, %)

Riassumendo, sono stati trovati i punti (3,—31), (0,0), (1,—1), (%,—1), (-1,%), (1,1), (1,-1),
(—1,~1) e (~1,1).
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Sostituendo i punti critici trovati nella funzione f si trova il massimo assoluto e il minimo assoluto di
f(A).
s(L 1 110 e
22 6
f(0,0)=0

f(1,1)=-2

f(1,-1)=0
f(=1,-1)=4

f(=1,1)=2

Si puo concludere che f(A) = [-2,4].
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3.4 Esercitazione 3.6
Siano A := {(z1,72) € R? 122 + 23 < 1,21 — 22 <0}, f: A = R, f(x1,22) = 221 + 2. Allora:

. _ _L.
1.m1inf_ V2 75

2. min f = —/5;

A
3. f non ammette massimo in A;
4. mjxf = —+/5.

Dato che A & chiuso, limitato, non vuoto e connesso per archie f : A — R & continua, f(A) ¢ un intervallo
e ammette massimo e minimo, ovvero f(A) = [mjn fs max f]-

2k

— |

\

_2,
A & la porzione di piano delimitata alla circonferenza x3 + 23 < 1 e la retta 1 — 22 < 0.

Si comincia a studiare l'interno di A, ovvero Int(A) = {(x1,22) € R? : 23 + 23 < 1,21 — 22 < 0}. Occorre
porre a sistema il gradiente nullo della funzione f con le condizioni di Int(A), ovvero

2=0
Vf($1,$2) = (070) 1=0
2422 <1 - a
T 22 4 ad <1

T, — 29 <0
T, — 29 <0

11 sistema non ha soluzioni e pertanto Int(A) non ha punti critici.

La frontiera di A va suddivisa in tre parti, ovvero la semi-circonferenza, il segmento che taglia la
circonferenza e i due punti in comune a queste due prime parti.

Fr(A) =V UV, UVs

In cui:
ER? izy — 20 < 0,27 + 25 =1}

Vi ={(z1, 22
‘/2 = {(x17x2

‘/3 :{(1’1,1'2) €R2~x%+x§: 17.’E1—x2:0}

JER? i+ a2 < 1,21 — xy =0}
Nota: V3 si potrebbe anche scrivere direttamente come i punti in cui la circonferenza e la retta si incrocia-

no, ovvero V3 = {(%, %) , (—%, —%) }, ricavandoli direttamente dal grafico di A e risparmiandosi

alcuni calcoli.
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Vi ha equazione 23 + 23 = 1 e quindi g(21,22) = 27 + 23 — 1. La matrice jacobiana di g vale J, (21, z2) =
(2331 23:2) e ha sempre rango massimo tranne nel caso in cui z; = 0 e x5 = 0. Tuttavia, dato che
questo punto non appartiene a V7, si puo applicare il teorema dei moltiplicatori di Lagrange e porre

2:2)\£171
Vf(z1,22) = A Vg(z1,22)
2 2 1:2)\5E2
zi+z5=1 — 9 9
zi+z5=1
T, — 22 <0
T — T2 <0

Le soluzioni del sistema, ignorando i valori di A che non servono, sono (%, %) e (—%, —%) Tuttavia

il primo punto ¢ da scartare in quanto non soddisfa la condizione x1 — x5 < 0 di V; (si deve avere z1 < x4

2 1
Vo ha lequazione 1 — 29 = 0 e quindi g(x1,x2) = 21 — x2. La matrice jacobiana di g vale Jg(xl,xg) =
(1 71) e ha sempre rango massimo, percio si puo applicare il teorema dei moltiplicatori di Lagrange
e porre
2=A

Vi(z1,22) = A~ Vg(z1, 22) 1=

Tl — To = 0 —

2+ a3 <1 1 -2 =0

oo 3+ 123 <1

1l sistema non ha soluzioni e pertanto V5 non ha punti critici.
V3 ha le equazioni 2?2 + 22 = 1 e 71 — 73 = 0, quindi g(x1,72) = [#3 + 23 — 1,21 — x3). La matrice
. . . 2 2 . . . .
jacobiana di g vale Jy(z1,22) = ( gfl _xf ) Per capire se la matrice ha rango massimo, ovvero 2, si

guarda il minore di ordine 2:

2x 2x
det ( 11 12) = —2x1 — 222

La matrice J ha sempre rango massimo tranne nel caso in cui 1 = 0 e zo = 0. Tuttavia, dato che questo
punto non appartiene a V3, si puo applicare il teorema dei moltiplicatori di Lagrange e porre

2=2\r1 +p
Vf(ﬂjl,l‘g) =X\ vgl(ﬂjl,l'g) + J2 vg2($1,1‘2) !
1=2\xo —p
x17$2:0 — 0
2, .2 T1— T2 =
+a3=1
T 3+ a3 =1

. . . . . . 1. 1 1 1 1
Le soluzioni del sistema, ignorando i valori di A e u che non servono, sono ( 73 ﬁ) e ( 73 \/5)

Sostituendo i punti critici trovati nella funzione f si trova il massimo assoluto e il minimo assoluto di

f(A).

Si pud concludere che f(A) = [—\/3, %}
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3.5 Esame del 13/02/2023

Siano A = {(z1,22) € R? : (23 +23)2 - 9(2? +23)+18 <0} e f: A = R, f(x1,22) = 2175. Determinare
f(A4).

Per capire meglio com’® fatto A si pud porre k = 2% + 22. Sostituendo in A si ha
A= {(371,332) ERQ - k2 -9k +18< 0}
Risolvendo la disequazione di secondo grado, si trovano le due radici:

9+ 8T—-72 943
P12 = 2 T2

Da cui 3 < k < 6. Sostituendo a questo punto x% + 23 al posto di k si ricava

A:{(ﬂfl,l’g)GRz?)gx%‘i’(E%SG}

ovvero la parte di piano compresa fra la circonferenza di raggio v/3 e la circonferenza di raggio v/6:

3k

I
-3

-3

Dato che A & chiuso, limitato, non vuoto e connesso per archie f : A — R & continua, f(A) ¢ un intervallo
e ammette massimo e minimo, ovvero f(A) = [m/}n fs max f-

Si cominciare a studiare I'interno di A, ovvero A = {(z1,72) € R? : 3 < 22 + 2% < 6}. Occorre porre a
sistema il gradiente nullo della funzione f con le condizioni di Int(A), ovvero

{Vf(xl,xz) = (0,0) 22 =0

3<a2?4+22<6 O S
o 3<ai+a2i<6

La soluzione del sistema ¢ il punto (0,0) ma non soddisfa la condizione 3 < 2% + 2% < 6 e quindi ¢ da
scartare.

La frontiera di A va suddivisa in due parti, ovvero nelle due circonferenze di equazione 3 + 23 = 3 e
z? 4+ 23 = 6.

Fr(A)=V1UV;

In cui:
Vi = {(21,20) € R*: 2% + 23 =3}

Vo = {(21,22) € R? : 27 + 23 = 6}
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Vi ha equazione 23 + 23 = 3 e quindi g(x1, 22) = 2% + 23 — 3. La matrice jacobiana di g vale J, (21, z2) =
(2331 23:2) e ha sempre rango massimo tranne nel caso in cui z; = 0 e x5 = 0. Tuttavia, dato che
questo punto non appartiene a V7, si puo applicare il teorema dei moltiplicatori di Lagrange e porre

— S x =2)\x
24+23=3 ! 2

To = 2)\x
{Vf(wl,@) =A- Vg(:z:l,xQ) ? !
2?2+ 23 =3

Le soluzioni del sistema, ignorando i valori di A che non servono, sono (—\/g, \/g), (\/g , —\/g),
3 3 3 /3

(V-1 e (Vi VY)

Vs ha lequazione 23 + 23 = 6 e quindi g(21, z2) = 23 4+23 — 6. La matrice jacobiana di g vale J, (21, z2) =

(2x1 2@) e ha sempre rango massimo tranne nel caso in cui x;1 = 0 e x5 = 0. Tuttavia, dato che
questo punto non appartiene a V7, si puo applicare il teorema dei moltiplicatori di Lagrange e porre

T = 2)\(E1
— {1 = 2)\1‘2

2?2+ 25 =6

{Vf(xl,acg) =X-Vyg(z1,22)

22+ 23 =6

Le soluzioni del sistema, ignorando i valori di A che non servono, sono (—v/3,v/3), (v/3, —v/3), (—v/3, —/3)
e (V3,V3).

Sostituendo i punti critici trovati nella funzione f si trova il massimo assoluto e il minimo assoluto di

r(343) -
r(V313) -3
(Vi)
(Vi) -5

Si puo concludere che f(A) = [-3,3].
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4 Equazioni differenziali

4.1 How to
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4.2 Esame del 10/01/2022

Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy, indicandone il dominio.

a'(t) = 27;(0
z(0) =3

Si tratta di un’equazione differenziale non lineare del primo ordine a variabili separabili. Riscrivendo
infatti 'equazione differenziale come

fin 1
si vede la forma z'(t) = h(t) - g(z(t)) con h(t) =t e g(z(t)) = 2%1(0

Il primo passo ¢ quello di determinare le eventuali soluzioni stazionarie, ovvero quelle che annullano
g(z(t)). In questo caso %r(t) si annulla per z(t) = 2 ma dato che questa soluzione non soddisfa la
condizione iniziale la si puo scartare.

Si ha allora z(t) €] — 00,2[U]2,+00[. Dalla condizione iniziale si sa che in ¢ = 0 2(0) = 3 e quindi
I'intervallo in cui lavorare sara ]2, +o00[ dato che 3 deve essere incluso.

Separando le variabili, si ha

0
-] -]
2x(t)—<%)2_2.3+3;_ﬁ

4a(t) — 2(t)* =124+ 9 = ¢
—2(t)* +4x(t) —t* =3 =0

Risolvendo I'equazione di secondo grado si ricava x(t):

A+ 16+4- (12 -3)  —4£V16-42 12 -4+ V447

B -2 B -2 B -2 B

—4 4 \/4(1 — 12 —4 421 —t2
= ; ) _ : =24+/1-2
z(t) = 2 — v/1 — 2 non soddisfa la condizione iniziale del problema di Cauchy, infatti in ¢ = 0 si ha

z(0) =2—-1=1. z(t) = 2+ V1 — t? soddisfa invece la condizione iniziale dato che 2(0) =2+ 1 = 3.
In alternativa, si sa che x(t) €]2,+00[ e pertanto si dovrebbe avere, se z(t) = 2 — /1 —t2 fosse la

soluzione,
2—1—-t2>2
—V1-t2>0
V31—t <0

che non & mai verificata. La soluzione dell’equazione differenziale & quindi z(t) = 2 + /1 — ¢2.

(t)

Per determinare la soluzione massimale, sapendo che x(t) €]2, 400, si verifica quando z(t) > 2:
24+V1—12>2
m >0
1-t2>0
t? <1
che & verificata per —1 < t < 1. La soluzione massimale ¢ allora | — 1, 1].

Nota: si poteva giungere alla stessa conclusione sulla soluzione massimale studiando il dominio di z(t),
che in questo caso si sarebbe ridotto al controllare semplicemente quando l'argomento della radice fosse
positivo, ovvero quando 1 — 2 > 0. Da questa disequazione si sarebbe poi giunti alla stessa soluzione
massimale.
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4.3 Esame del 24/01/2022

Determinare la soluzione massimale del seguente problema di Cauchy, specificandone il dominio.

Si tratta di un’equazione differenziale non lineare del secondo ordine in cui la derivata seconda dipende
dalla derivata prima.

Si risolve ponendo y(t) = #’(¢). Di conseguenza il problema di Cauchy iniziale diventa

{yl<t) e 1( 1)
y(0) =2
che ¢ un’equazione differenziale non lineare del primo ordine a variabili separabili, del tipo y/'(t) =
h(t) - g(y(t)), con h(t) = 1L e g(y(t)) = 5,5
Il primo passo ¢ quello di determinare le eventuali soluzioni stazionarie, ovvero quelle che annullano
g(y(t)). In questo caso #(t) si annulla per y(t) = 0 ma dato che questa soluzione non soddisfa la
condizione iniziale la si puo scartare.
Si ha allora y(t) €] — 00,0[U]0, +oo[. Dalla condizione iniziale si sa che in ¢ = 0 y(0) = 2 e quindi
I'intervallo in cui lavorare sara ]0, +o00[ dato che 2 deve essere incluso.
Separando le variabili, si ha

By(t) -y (t) =1

/Ot3y(3)-y’(s)d82/otld8

Avendo visto che y(t) €]0, +o0[, allora

y(t) = 1/§t+4:x'(t)

Avendo determinato x'(t), si calcola x(t) sapendo che

z(t) = xo —|—/ y(s)ds

to

Si ha quindi

b t 2 z
t):2—|—/ §s+4ds:2+ <3s+4> ds
Si pone u = 38 + 4. Allora —“ = £, da cui segue ds = 3du L’estremo di integrazione inferiore da 0

dlventa 0+4=4el estremo d1 1ntegra21one superiore da t diventa 2t + 4. Si ha allora

37 5t+4
uz2
3] “ t+4 U t+4
2
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§t+4 3 3
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Per determinare la soluzione massimale, si studia il dominio di z(¢). L’argomento della radice deve essere

maggiore o uguale a 0:
3
2
-t4+4| >0

Questa condizione ¢ verificata quando %t +4 >0, ovvero t > —6.
La soluzione massimale ¢ quindi | — 6, +o0].
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4.4 Esame del 07/02/2022

Determinare la soluzione massimale del seguente problema di Cauchy, specificandone il dominio.

2 (t) = t(1 — 2" (t))?
z(0) =2

2'(0) =

z"(0) =1

Si tratta di un’equazione differenziale non lineare del terzo ordine in cui z’”(¢) dipende da z”(¢).
Si risolve ponendo y(t) = z”(t). Di conseguenza il problema di Cauchy iniziale diventa

che & un’equazione differenziale non lineare del primo ordine a variabili separabili, del tipo y'(t) =
B(t) - g(y()), con h(t) =t e gly(t)) = (1 — y(1))*.

Il primo passo e quello di determinare le eventuali soluzioni stazionarie, ovvero quelle che annullano
g(y(t)). In questo caso (1 —y(t))? si annulla per y(¢) = 1, che soddisfa la condizione iniziale del problema
di Cauchy! Di conseguenza I’equazione differenziale & gia risolta e y(t) = 1 = z”(¢).

Ci si riconduce quindi al problema di Cauchy

2'(t) =1
z(0) =2
' (0) =2

che & un’equazione differenziale non lineare del secondo ordine del tipo z”(t) = g(t, z(t)).
Si risolve moltiplicando il primo membro dell’equazione differenziale per % e per 2 e moltiplicando
entrambi i membri per 2/ (¢):

o N

Dato che la derivata di 2/(¢)? & uguale a

e di conseguenza

Si puo ora ricavare x’(t):

e dato che 2/(0) = 2 & positivo, allora z/(t) = 1/2x(t).
Ci si riconduce quindi al problema di Cauchy

che ¢ un’equazione differenziale non lineare del primo ordine a variabili separabili, del tipo y/(t) =
h(t) - g(y(t)), con h(t) =1 e g(y(t)) = v/22(t). In questo caso la soluzione stazionaria ¢ z(t) = 0 ma ¢
evidentemente da scartare.
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Si procede ora con i calcoli. Separando le variabili, si ha
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4.5 Esame del 20/06/2022

Determinare, specificandone il dominio, la soluzione massimale del problema di Cauchy

{u’(t) = —u(t) + u(t)®
u(0)

N[

Si tratta di un’equazione differenziale di Bernoulli, della forma ' (t) = a(t)z(¢)+b(¢)x(¢)* in cui a(t) = —1,
b(t) =1 e a = 3. Si procede dividendo tutto per z(¢)® e invertendo le frazioni.

Con qualche calcolo, si ha:
!/
Wit _ult)
u(t)>  u(t)?

w(t) ™ (t) = —u(t) 2+ 1

Ponendo y(t) := u(t)!=® = u(t)~2 e derivando, si ha y/(t) = —2u(t)~3 - v/(¢) e di conseguenza L& —

u(t)™3 -/ (t). Allora I'equazione

u(t) ™3l (t) = —u(t) 2 +1
la si puo riscrivere come y,_(;) al primo membro e come —y(t) + 1 al secondo membro.

La condizione del problema di Cauchy, u(0) = 1, diventa y(0) = (%)17& = (%)72 =1, =4

Si puo quindi riscrivere il problema di Cauchy come
M=y 1 [y =2y -2
y(0) =4 =

che & un’equazione differenziale lineare del primo ordine, della forma y'(t) = a(t)y(t) + b(¢) in cui a(t) = 2

e b(t) = —2.
Si utilizza la formula risolutiva

y(t) = A . <x0+ / teA(S)~b(s)d5) con A(t) == / ta(s) ds

to to

11 calcolo di A(t) & immediato:
t
At) = / 2ds =2t
0

Si ha quindi:

Determinato y(t) si pud determinare u(t). Dato che ug = 4 > 0, allora u(t) = y(t) 7= = y(t)"2 = m:
y

1 1
u(t) = =
y(t) 3e?t +1
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4.6 Esame del 22/07/2022

Determinare, specificandone il dominio, la soluzione massimale del problema di Cauchy

{x’(t) = tan (@) + @

z(1) = — arctan(2)

Si tratta di un’equazione differenziale non lineare del primo ordine del tipo z'(t) = g (m tt)).

Considerando t # 0, si pone

da cui si ricava z(t) = t-y(t) e, di conseguenza, sfruttando la derivata del prodotto, z'(t) = t-y'(t) + y(t).
Allora 'equazione differenziale iniziale si puo riscrivere come

t-y'(t) +y(t) = tan(y(t)) + y(t)

che, con qualche calcolo, diventa
t-y/(t) = tan(y(t))

(#) = 7 - tan(y(t)

Si tratta di un’equazione differenziale a variabili separabili, del tipo y'(t) = h(t) - g(y(t)), con h(t) = 1
e g(y(t)) = tan(y(t)). Data la condizione iniziale del problema di Cauchy z(1) = — arctan(2), avendo
posto y(t) = @ si ha adesso y(1) = le) = —arctan(2).

Bisogna quindi risolvere

{ya>=1-wn@u»

y(1) = — arctan(2)

Il primo passo & quello di determinare le eventuali soluzioni stazionarie, ovvero quelle che annullano
g(y(t)). In questo caso tan(y(t)) si annulla per y(t) = 0 o y(t) = 7 ma dato che queste soluzioni non
soddisfano la condizione iniziale le si puo scartare. Inoltre, tan(y(¢)) non ¢ definita per 7 e per %TF. Segue
quindi che y(t) si puo trovare soltanto in uno dei quattro quadranti e dato che dalla condizione iniziale

si sa che in t = 1 y(t) = — arctan(2), allora y(t) € |37,0][.

Si procede ora con i calcoli. Separando le variabili, si ha

1,1
)’ D= %

/1tmn(1y(s))y’(s)ds:/ltids

[ S ) ds = s

L’integrale a sinistra si risolve facilmente notando che cos(y(s)) & la derivata di sin(y(s)). Si puo allora

sfruttare la proprieta [ J;l((f)) dx =n|f(z)| 4+ ¢ per risolverlo:

[ln [ sin(y(s)[); = n¢|
In|sin(y(¢))| — In| sin(— arctan(2))| = In [¢|
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Per togliere i moduli, si fanno alcune considerazioni. sin(y(t)) ¢ sicuramente negativo dato che, come
visto prima, y(t) si trova nel quarto quadrante. Anche sin(— arctan(2)) di conseguenza € negativo mentre
t & positivo: dato che si era posto inizialmente ¢ # 0 e la soluzione massimale & un intervallo, significa che
sicuramente ¢ & sempre positivo o sempre negativo. Essendo il problema di Cauchy dato in ¢t = 1, allora
t € sicuramente sempre positivo.

In (—sin(y(t))) — In (— sin(— arctan(2))) = In (¢)

ln< —sin(y(t)) ):m(t)

— sin(— arctan(2))
sin(y(t))
sin(— arctan(2))
sin(y(t)) =t - sin(— arctan(2))
y(t) = arcsin (¢ - sin(— arctan(2)))

Dato che z(t) =t - y(t) si puo ricavare x(t). Sapendo inoltre che sin(— arctan(2)) = f%, si puo scrivere:

#(t) = t - arcsin (_\2/’%) L aresin (\2/%)

Per determinare la soluzione massimale, si studia il dominio di x(¢). L’argomento dell’arcoseno deve
essere compreso fra -1 e 1:

<£<
1< s
V5o V5
2 - = 2

O

Dato che come visto prima, pero, t # 0 e il problema di Cauchy ¢ dato in ¢t = 1, la soluzione massimale

o (0,1,
Jo. [
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4.7 Esame del 01/09/2022

Determinare, specificandone il dominio, la soluzione massimale del problema di Cauchy

2" (t) = 2e*®
z(0)=1
2'(0) = —2/e

Si tratta di un’equazione differenziale non lineare del secondo ordine del tipo z”(t) = g(t, z(t)).
é e per 2 e moltiplicando

Si risolve moltiplicando il primo membro dell’equazione differenziale per
entrambi i membri per z’(¢):
1
3 2. 2" ()2 (t) = 2" - 2/ ()
Dato che la derivata di 2/(¢)? & uguale a 22" (t)a’(t), si puo riscrivere I'equazione sopra come
1d
'(t)? = 2¢"") - 2/ (1)

2dt”

e di conseguenza

1

,q;/(t)2 = /Zew(t) '.’L‘/(t) dt =2 - /ex(t) . {E/(t) dt = 2. (ex(t) + C)
—24/e, si ricava ¢ nell’intorno

Imponendo le due condizioni del problema di Cauchy, x(0) =1 e 2/(0)

di to:
S (-2VeP =2 +0)
2e =2e+2c
c=0
Segue
1:E’(t)2 =2.¢*0

Dato che 2’(0) & negativo, allora
@ (1)

P (t) = VI = /e — 0%

Si tratta di un’equazione differenziale a variabili separabili, del tipo y/(t) = h(t) - g(y(t)), con h(t) = —2
2. Dato che non sono presenti soluzioni stazionarie, si procede subito con i calcoli.

cgly(t) =e=
Separando le variabili, si ha
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Per determinare la soluzione massimale, si studia il dominio di z(¢). L’argomento del logaritmo deve

essere positivo:
1

Vve+t
P> -2
NG
1

La soluzione massimale & quindi | — N +oo[ (e infatti il problema di Cauchy & dato in ¢ = 0, che

>0

appartiene a questo intervallo).
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4.8 Esame del 09/01/2023

Determinare, specificandone il dominio, la soluzione massimale del problema di Cauchy

Si tratta di un’equazione differenziale non lineare del primo ordine del tipo 2/(t) = g (#)
Considerando t # 0, si pone

da cui si ricava x(t) = t-y(t) e, di conseguenza, sfruttando la derivata del prodotto, ’(t) = t-y'(¢) + y(t).
Allora ’equazione differenziale iniziale si puo riscrivere come
ty'(8) +y(t) = y(t) +y(1)*

che, con qualche calcolo, diventa
toy'(t) = y(t)?

1
Y0 =yt
Si tratta di un’equazione differenziale a variabili separabili, del tipo /() = h(t) - g(y(t)), con h(t) = 1 e
g(y(t)) = y(t). Data la condizione iniziale del problema di Cauchy x(—1) = 2, avendo posto y(t) = th)
si ha adesso y(—1) = "”(_—711) =2 =-2
Bisogna quindi risolvere
y'(t) =1 -yt)?
y(=1) = =2
Il primo passo € quello di determinare le eventuali soluzioni stazionarie, ovvero quelle che annullano
g(y(t)). In questo caso y(t)? si annulla per y(¢t) = 0 ma dato che questa soluzione non soddisfa la
condizione iniziale la si pud scartare. Si ha allora y(t) €] — 00, 0[U]0, +00]. Dalla condizione iniziale si sa
chein ¢t = 0 y(—1) = —2 e quindi lintervallo in cui lavorare sara | — 0o, 0] dato che -2 deve essere incluso.
Si procede ora con i calcoli. Separando le variabili, si ha
1, 1
t) = —
y(6)2” ®=3
t t
1, 1
y'(s)ds = / —ds
/_1 y(s)? 18
t t
/ y(s) "%y (s)ds —/ —ds
—1 1S
t
y(s)~" t
]
-1
17t
{ ] = In [t]
y(s) -1
1 1
—=lInlt
y(t) 2
Dato che dalla condizione iniziale si ha t # 0 e la soluzione massimale ¢ un intervallo, significa che
sicuramente ¢ & sempre positivo o sempre negativo. Dato che il problema di Cauchy ¢ dato in t = —1,
allora t & sicuramente sempre negativo. Si puo quindi togliere il modulo al secondo membro:
1 1
=———In(-t)
y(t) 2
I 142In(—1)
y(t) 2
2
t) =
O sy oy



Si pud quindi ricavare z(t):
2t

x(t) =t yt) = 1t 2m (=

Per determinare la soluzione massimale, si studia il dominio di z(¢). In questo caso I'argomento del
logaritmo deve essere maggiore di 0 e il denominatore deve essere diverso da 0.

Riguardo all’argomento del logaritmo, la condizione & gia soddisfatta: e stato appurato infatti che t &
sempre minore di 0 e di conseguenza ’argomento del logaritmo ¢ sempre positivo.

Per avere il denominatore diverso da 0 invece,

1+2In(—t)#0
2In(—t) # -1
In(~) #
—tAe?
1
-

I possibili intervalli della soluzione massimale sono quindi
o
T e
1
——,0
||

10, +o0]
La condizione del problema del Cauchy & x(—1) = 2. Dato che t = —1 deve appartenere al dominio della
soluzione massimale, la soluzione massimale ¢ }foo, *ﬁ [
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4.9 Esame del 30/01/2023

Determinare una soluzione locale del problema di Cauchy

2/ (t) = x(t) + ta(t) "
z(0) = -2

(ommettere lo studio del dominio).

Si tratta di un’equazione differenziale di Bernoulli, della forma z'(t) = a(t)x(t) +b(t)z(¢)® in cui a(t) = 1,
b(t) =t e a = —1. Si procede dividendo tutto per x(¢)* e invertendo le frazioni.

Con qualche calcolo, si ha:
t

a(t)
z(t)x' (t) = z(t)? +t

Ponendo y(t) := x(t)' =% = x(t)? e derivando, si ha y'(t) = 2z(t)2’(t) e di conseguenza y/% = z(t)z'(t).
Allora ’equazione

2 (t) =z(t) +

()2’ (t) = z(t)? +t

la si puo riscrivere come AGRN| primo membro e come y(t) + ¢ al secondo membro.
La seconda condizione del problema di Cauchy, z(0) = —2, diventa y(0) = —217% = —22 =4,

Si puo quindi riscrivere il problema di Cauchy come

YO — y(t) +t LY =2y() w2t
y(0) =4 y(0) =4

che ¢ un’equazione differenziale lineare del primo ordine, della forma y/(¢) = a(t)y(t) +b(¢) in cui a(t) = 2
e b(t) = 2t.

Si utilizza la formula risolutiva

y(t) = A . <x0+ / te_A(S)-b(s) ds) con A(t) := / ta(s) ds

to tO

11 calcolo di A(t) & immediato:
Si ha quindi:

Si risolve I'integrale per parti:

Di conseguenza

1 1 1 1
— 2t | 4 . _ T2t . 2t - _
e ( + 2 26 t+2 26 +2

1 1 1 1 1
_ 2t -2ty T -2t - _ 2t =2 g -2t L
=e <4+2 < 26 t 46 +4>>—e <4 e t 2@ +2) =



Determinato y(t) si puo determinare z(t). Dato che g = —2 < 0, allora z(t) =

—Vy(t):
olt) = VoD =

46

D=



4.10 Esame del 13/02/2023

Determinare, specificandone il dominio, la soluzione massimale del problema di Cauchy

a:”(t) _ eSz(t)
z(0) =0

Si tratta di un’equazione differenziale non lineare del secondo ordine del tipo z”(t) = g(t, z(t)).
Si risolve moltiplicando il primo membro dell’equazione differenziale per e per 2 e moltiplicando

2
entrambi i membri per z’(¢):

1
3 2-2"(t) - 2 (t) = 3D . 2/ (1)

Dato che la derivata di 2/(¢)? & uguale a 22" (t)a’(t), si puo riscrivere I'equazione sopra come

1d r(\2 _ 3xz(t) ’
57" (t)" =e x'(t)

e di conseguenza

1
2’ (t)? = /263:”(” 2! (t)dt = 2/63””“) cx'(t)dt =2 - ge%(t) +2¢

Imponendo le due condizioni del problema di Cauchy, 2(0) =0 e z/(0) = —\/g , si ricava ¢ nell’intorno di

to: )
3 2
(—\/Q) 2563'0—&-20
3 2
—=-42
573 + 2¢
9=4+12c
5
c=—
12
Segue

Dato che 2/(0) & negativo, allora
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5 Integrali
5.1 How to

Tipi di esercizi
Gli esercizi si dividono tipicamente in due tipologie: quelli in cui bisogna integrare una funzione su A e
quelli in cui bisogna calcolare la misura di Lebesgue (Ls o L3) di A.

Capire A

Il primo step per gli esercizi sugli integrali & capire come & fatto A sulla base delle diseequazioni fornite.
Se le dimensioni sono due, si disegna in un piano cartesiano ciascuna disequazione componente A e A
sard la porzione di piano in comune a tutte le disequazioni (si veda gli esercizi in seguito).

Se in tre dimensioni, tipicamente si tratta di una sfera, un cono o un cilindro e qualche altra disequazione
che limita la parte considerata del solido.

2 2
Ad esempio, A = {(ml,xz,xg) cR?: %2 + %3 <1l,z1>0,27 + 22 + 23 < 6} ¢ un cilindro (ellittico) dato

dall’ellisse %3 + % < 1. Un’ellisse ha due dimensioni e dato che ci si trova in R? questo siginifca che
¢ un cilindro ellittico di altezza infinita; la sua altezza, x; in questo caso, ¢ limitata da una parte da
21 > 0 (ovvero il piano di equazione x; = 0) e dall’altra da 1 + 22 + x5 < 6 (ovvero il piano inclinato di
equazione x1 + z2 + x3 = 6).

A sara quindi:

Alcuni solidi tipici in R3 sono:
e sfera: ¢ data da x? + 22 + 22 < 2. Ad esempio x? + 23 + 22 < 3 ¢ una sfera di raggio v/3;
e cilindro: & dato da 2% + 2% < r? (Chiaramente poi le variabili possono essere diverse: in questo

caso x3 sara l'altezza. Inoltre, prendendo solo ’equazione di un cilindro ’altezza non e limitata,
quindi il cilindro ha altezza infinita se non ci sono altre disequazioni che la limitano);

e cono: ¢ dato da 22 + 22 < 22.

Nel caso in cui nelle figure sopra compaia qualche valore al denominatore di una delle variabili, significa
che quella dimensione specifica non & piu circolare ma ellittica: ad esempio il cilindro della figura sopra
ha base ellittica in quanto al denominatore di 23 compare 4 e al denominatore di 23 compare 9.
Per capire meglio le figure consiglio di utilizzare il 3D Calculator di GeoGebra (disponibile online),
inserendo al posto di x1,xe, x3 le variabili z,y, z e non inserendo disequazioni ma equazioni (=).
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Trasformazione delle coordinate

Dopo aver capito come ¢ fatto A, spesso (ma non sempre) ¢ necessario trasformare le coordinate.

Nel caso bidimensionale, quindi in R2, se sono presenti circonferenze, ellissi o forme simili si utilizzano le
coordinate polari:

L1 = pcos(f) L m= ap cos(6)
z2 9 = bpsin(6)

con p > 0 distanza dall’origine e 0 < # < 27 angolo misurato in senso antiorario a partire dal semiasse
delle ascisse positive.

Nel caso tridimensionale, quindi in R3, ci sono due possibilita: le coordinate cilindriche o le coordinate
sferiche. Queste sono necessarie, un po’ come nel caso bidimensionale, quando non & possibile integrare
facilmente determinando gli estremi di integrazione. Ad esempio, per i solidi descritti precedentemente,
e conveniente effettuare il passaggio alle coordinate sferiche se ¢ presente una sfera e alle coordinate
cilindriche se ¢ presente un cilindro o un cono.

In particolare, le coordinate cilindriche sono definite nel seguente modo:

21 = pcos(f) x1 = apcos(f)
B =psin(0) — {z2 = bpsin(0)
w??’ =z I3 = CZ

dove p € [0, +o0] & la distanza tra l'origine degli assi e la proiezione del punto P sul piano 1z, 8 € [0, 27]
e 'angolo formato tra I'asse degli x1 positivi e la retta congiungente l'origine e la proiezione del punto P
sul piano base x1z2 € z €] — 0o, +00[ & laltezza del punto P.

Le coordinate sferiche sono invece definite come:

= psin(f) cos(p) x1 = apsin(0) cos(p)
= psin(f)sin(p)  — { 22 = bpsin(0) sin(yp)

ol HE B

= pcos(0) x3 = cpcos(H)

dove p € [0,+0], ¢ € [0,27[ e § € [0, 7] rappresenta la colatitudine ed & ’angolo formato dall’asse degli
x3 positivi con il segmento che unisce l'origine con il punto P.

Nota: nelle equazioni delle figure citate sopra (sia bidimensionali che tridimensionali), nella loro versione
completa, al denominatore compaiono i coefficienti a, b e ¢ al quadrato. Questo significa che nell’ellisse
2 2

citata nella figura di prima, %2 4+ % <1,si ha a =2 e b= 3. Se ad esempio 'ellisse fosse 223 + 323 < 1
i 1 1

si avrebbe a = 75 © b= 7

Nel caso in cui sia necessario il cambio di coordinate, sono necessari anche i successivi due passaggi prima

di poter integrare.

Sostituzione delle coordinate nelle condizioni originali

Dopo aver effettuato il cambio di coordinate, per determinare i nuovi estremi di integrazione occorre so-
stituire le coordinate appena trovate nelle condizioni originali di A. Ad esempio, nel caso delle coordinate
cilindriche in tre dimensioni, si sostituisce ap cos() a 1, bpsin(f) a x2 e z a x3. Dopo di che si svolgono
i calcoli e si risolvono tutte le disequazioni presenti in A: se le condizioni sono piu stringenti di quelle
note, allora gli estremi sono quelli, altrimenti gli estremi restano quelli dati per definizione.

Ad esempio, sempre nelle coordinate cilindriche, si ha p € [0,4+00[. Se eseguendo i calcoli risulta —3 <
p < 3, siavra p € [0,3]. Infatti, come detto prima, p & una distanza e non puo essere negativa.
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Calcolo dello jacobiano
Dato che ¢ stato effettuato un cambiamento di variabile, vale il teorema del cambiamento di variabile:

Siano  un aperto in R, 7' :  — R™. un cambiamento di variabile, A € M,,, f : A — [0, +o00] oppure
f: A — R. Supponiamo inoltre che A C T'(2). Allora:

1. T7YH(A) € My;

2. f ¢ integrabile su A se e solo se la funzione x — f(T(z)) - |det(Jr(x))|, di dominio T—1(A), &
integrabile su T~ 1(A);

3. nel caso cio avvenga, [, f(y)dy = fT*l(A) f(T(x)) - |det(Jr(x))| dz.
Occorre quindi determinare lo jacobiano della matrice con i cambiamenti di variabile.

Nel caso delle coordinate polari in due variabili, si ha:

3f1 Of1 .
0) —apsin(0)
det(Jr(p,0)) = det | %, 5992 = det (a C.OS( = abp
afp Tfe bsin () bp cos(0)

of1 Of1 Of1

dp 36 Dz a cos(f) —apsin(d) 0
det(Jr(p, 0, 2)) = det sz % % = det | bsin(d) bp cos(6) 0] = abep

of,  oh ok 0 0 c

ap 00 0z

Nel caso delle coordinate sferiche in tre variabili, si ha:

8f1 of1 oy
dp 00 3}0
detlr(p.0 ) =aet [ 5 B TR
afs ofs L}i
90
asin(f) cos(p) ap cos(0) cos(p ) —apsin(d )sm( )
= det | bsin(f)sin(p) bp cos(f ) n(p) bp sin(60 )Cos( ) | = abcp®sin(6)
ccos(f) —cpsin(0)

Integrazione

Nel caso in cui ¢ richiesto il calcolo della misura di Lebesgue, all’interno degli integrali si mettera sempli-
cemente 1 (da moltiplicare per il modulo dello jacobiano nel caso in cui & stato effettuato il cambiamento
di variabile). Se invece @ richiesto di risolvere un integrale con una funzione al suo interno, bisogna so-
stituire in questa funzione tutte le variabili con le stesse del cambiamento di variabile (e anche in questo
caso moltiplicare per il modulo dello jacobiano se & stato effettuato il cambiamento di variabile).

Nota: quando si scrive l'integrale per risolverlo, occorre prestare attenzione all’ordine degli integrali:
se in qualche integrale compare una variabile in uno dei due estremi di integrazione, questo non puo
essere l'integrale pill esterno (ovvero l'ultimo da risolvere) in quanto la variabile presente negli estremi

non andrebbe via. Occorre quindi lasciare come integrale piu esterno uno di quelli senza variabili negli
estremi di integrazione.
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5.2 Esercizio

Sia A = {(21,72) ER?:0< 27 <1,0 <29 <1— 27} Calcolare fA($1 + 2x5) dq dxs.

A ¢ la porzione di piano in cui z1 ¢ compresa fra la retta di equazione 1 = 0 e la retta di equazione
21 = 1 (parte in arancione nel grafico) e xo ¢ compresa fra la retta di equazione x5 = 0 e la retta di

equazione xo = 1 — x1 (parte in verde nel grafico).
A & quindi il triangolo di coordinate (0,0), (1,0) e (0, 1).

2k

-2 -f 1 2

Dato che gli estremi di integrazione sono gia definiti, non & necessario trasformare le coordinate. Si ha
che
x1 € 10,1] 29 € 10,1 — 4]

A questo punto si pud calcolare 'integrale (nota: dato che nell’estremo superiore di integrazione di x4
compare la variabile x1, questo integrale andra risolto per primo in modo tale da far scomparire la
variabile e risolvere l'integrale. Se si integrasse prima rispetto a z; e poi rispetto a xo resterebbe la
variabile 1 nel risultato).

1 pl—az 1 271—=1
/ (56‘1 + 2.’1)2) dry dre = / / ($1 + 2.’132) dro dri = / Xy - [5132](1)711 +2- |:$2:| dry =
A 0 0 0 2 0

! (1_551)2 ! 2 2
:/ Zl'(1*$1)+2~T dxlz/ (x17x1+172x1+x1)d:c1:
0 0

1 271
T 1 1
= 1—xy)dw, = Bt N
/0( ™) dy [an 2}0 2 2
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5.3 Esercizio

—323

: — 3. .2 2 < 2 e 3
Sia A = {(x1,x2,x3) € R : 27 + 23 < 23,23 > 0}. Calcolare [, T dxy dxs dxs.

A ¢ la meta superiore (in cui 3 > 0) di un cono (nota: altezza della meta superiore del cono non &
limitata).

Essendo A un cono, conviene passare alle coordinate cilindriche. Dato il cono fornito nel testo dell’eser-
cizio,sihaa=1,b=1ec=1.
Passando alle coordinate cilindriche:

L = pcos(0) x1 = pcos(d)
2 =psin(@) — {22 = psin(f)
=z T3 =2z

Segue che T'(p,0,2) = (pcos(), psin(9), z).

Per ottenere gli estremi di integrazione, si sostituiscono le coordinate appena ottenute nelle condizioni di

A.

Dalla prima condizione si ricava:
(peos(8))® + (psin(9))* <

p?cos?(0) + p*sin(0) < z
p? (cos?(6) + sin®(9)) < 2
p? < 22

Ne segue che —z < p < z. Essendo tuttavia p la distanza dall’origine, questa non puo essere negativa e
quindi 0 < p < 2.
Dalla seconda condizione si ricava:

z>0

Si puo quindi concludere che

€ [0, 2] 0 € [0, 2] z €10, +o0|
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Dato che ¢ stato effettuato un cambiamento di variabile, € necessario anche calcolare lo jacobiano di T":

cos(0) —psin(0) 0
det(Jr(p, 0, z)) = det sinO(O) pcoos(e) (1) = pcos®(0) + psin®(0) = p (cos®(0) + sin®(0)) = p

A questo punto si pud calcolare I'integrale (nota: dato che nell’estremo superiore di integrazione di p com-
pare la variabile z, questo integrale andra risolto per primo in modo tale da far scomparire successivamente
la variabile con gli altri integrali).

73:10 +o0 27 —322
3
—————=dz dzodzs = / / / - det(Jr(p,0,2))|dpdf dz =
A /(a1 +23) \/ (p2 cos?(0) + p2sin?(6))

27 “+o00 2 —+o00 27
pdpdez-/ / / —3z* dpd@dz-/ / / ldpdfdz =
0 o P
+oo R +o00 5
= / e 32 / [plg d0dz = / e3%’ / zdfdz = / z-e % / 1dfdz =
0 0 0 0 0 0

+o0 5 +o0 2 +o0 2
= / z-e 02" dz = / z-e % . 2mdz = 271'/ z-e % dz
0 0 0

Ponendo 2% = u, si ha Z—’Z‘ = 2z da cui si ricava dz = g—;‘. Gli estremi di integrazione restano invariati e si
ha quindi

+oo +o0 _ 3yt
) 1 -1
27r/ 673“~z~—du:7r/ 63“du7r~[6 ] :W.fzz
0 0 3

+oo
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5.4 Esercizio
Sia A ={x € R?: ||lz|| < 3}. Calcolare [, sin(||z[|) dz.
A si pud anche scrivere come {(z1, 2, 23) € R? : \/2% + 22 + 22 < 3} e si puod togliere la radice al primo

membro elevando entrambi i membri al quadrato, ottenendo {(z1,72,73) € R3 : 2% + 23 + 23 <9}. A ¢
quindi una sfera di raggio 3.

Essendo A una sfera, conviene passare alle coordinate sferiche:

x1 = psin(f) cos(p)
x9 = psin(f) sin(p)
x3 = pcos(d)

Segue che T'(p, 8, p) = (psin(f) cos(p), psin(f) sin(y), p cos(h).

Per ottenere gli estremi di integrazione, si sostituiscono le coordinate appena ottenute nella condizione
di A.

Si ricava:

)2+ (peos(8))* <

o sin (6) cos2(p) + o sin (6) sin () + g2 cos” () <
2 [s2(0) co() + sin?(0) s’ () + cos*(9)] < 9
p? - {sin?(0) - [cos® () + sin®(p)] + cos®(0)} < 9
p? - [sin(0) + cos?(0)] <9
p* <9

(psin(#) cos(¢))? + (psin(f) sin(yp)
*(

Ne segue che —3 < p < 3. Essendo tuttavia p la distanza dall’origine, questa non puo essere negativa e
quindi 0 < p < 3.
Si puo quindi concludere che

p€10,3] 6 € [0, v € (0,27

Dato che ¢ stato effettuato un cambiamento di variabile, ¢ necessario anche calcolare lo jacobiano di T
sin () cos(p) pcos(8) cos(p) —psin(

%) 0
det(Jr(p,0,¢)) = det | sin(f) sin(y) pcos(f) sin(p) psin(6)
cos(6) —psin(0) 0

) sin(p)
cos(p) | = p®sin(h)
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A questo punto si puo calcolare I'integrale.

[ sintlatyas= [~ [ " / " sin(p) - | det(Jr(p,0, 0))| dpdp dd =

-] " / “sin(p) - (5% sin(0)) dpdp o = [ o | y / (2 sin(p)) dpdi do

Si risolve 'integrale interno per parti:
f=pr—=f =2
g’ = sin(p) = g = —cos(p)

3 3 3
[ @ sine)) dp = [ cos() ~ | (~2pcos(p)dp = ~9cos(3) +2 [ (peos(o) dp
0 0 0

Integrando di nuovo per parti:
f=p—=f=1
g = cos(p) — g = sin(p)

3 3
—9cos(3) + 2/0 (pcos(p))dp = —9cos(3) + 2 - {[psin(p)]g - /0 sin(p) dp} =
= —9cos(3) + 2 {3sin(3) — [~ cos(p)]§} = —7cos(3) + 6sin(3) — 2

Risolto il primo integrale, si ha:

™ 2m ™ 2m
/0 Sln(Q)/O (—=7cos(3) +6sin(3) —2) depdf = (—7cos(3) + 6sin(3) —2) - /0 51n(9)/0 ldpdf =

(—=7cos(3) +6sin(3) —2) - 27 - /0” sin(f) df = (=7 cos(3) + 6sin(3) — 2) - 27 - [— cos(9)]§ =

= (=Tcos(3) +6sin(3) — 2) - 47
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5.5 Esame del 09/02/2021
Sia A = {(z1,29,23) € R®: 0 < 23 < 4,2% + 23 < min{4, (4 — 3)?}}. Allora L3(A) =

327
1. T.

167
2. =3¢

8w
3. %

4. nesuna delle precedenti.

Nella seconda condizione di A compare la funzione min. Per capire com’¢ fatto A occorre prima definire
la funzione min. Si ha

min {4, (4 — z3)*} =

4 quando 4 < (4 — x3)?
(4 —x3)? quando (4 —x3)? <4

Analizzando il primo caso, si ha
< (4—x3)?

4
4 <16 — 8x3 + 22
x2 —8x3+12>0

La cui soluzione ¢ 3 <2V x3 > 6. Di conseguenza la soluzione del secondo caso ¢ invece 2 < z3 < 6.
Dato che dalla prima condizione di A si ha 0 < x3 < 4, significa che quando 0 < x3 < 2, min{4, (4—z3)%} =
4 e quando 2 < z3 < 4, min{4, (4 — x3)?} = (4 — x3)?. Si scompone quindi A in due casi:

A=A UA,

In cui
Ay = {(x1, 29, 23) €R3: 0 < w3 < 2,27 + 23 <4}

Ay = {(w1, 9, 23) €R3: 2 < w3 < 4,27 + 23 < (4—1x3)?}

A & un cilindro di raggio 2 e di altezza 2.

A & invece un cono traslato verticalmente, lungo ’asse x3, di 4. Dato che x3 &€ compreso fra 2 e 4 e ad
altezza x3 = 4 si sa gia che il cono ha raggio nullo, e sufficiente sapere quanto vale il suo raggio a x3 = 2.
Sostituendo x3 = 2 dentro (4 — z3)? si ricava il raggio di 4 — 2 = 2.
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Avendo definito come & fatto A, risulta semplice ricavare Ls(A) con le formule dei volumi di un cilindro
e di un cono:
Ly(A)=h-m?=2-7-22 =8r
h-mr? _ 2.7 .22 _ 8w
3 3 3

L3(A2) =

Da cui pir 1 .
70 T T
LS(A) = LJ(A1) + L3(A2) = T = 7

In alternativa, ci si puo complicare la vita integrando.

Essendo A; un cilindro e A un cono, conviene passare alle coordinate cilindriche. In entrambi i casi si
haa=1,b=1ec=1.

Passando alle coordinate cilindriche:

L = pcos(0) x1 = pcos(h)
2 =psin(@) — { x2 = psin(f)
BL=2 T3 =2

Segue che T'(p, 0, z) = (pcos(), psin(), z).

Per ottenere gli estremi di integrazione, si sostituiscono le coordinate appena ottenute nelle condizioni di
A1 e AQ.

Si comincia con A;. Dalla prima condizione si ricava:
0<2<2
Dalla seconda condizione si ricava:
(pcos(9))” + (psin(6))” < 4
p? cos?(0) + p*sin®(0) < 4
p* (cos?(0) +sin®(9)) < 4
p* <4

Ne segue che —2 < p < 2. Essendo tuttavia p la distanza dall’origine, questa non puo essere negativa e
quindi 0 < p < 2.
Si puo quindi concludere che

p€0,2] 0elo,2n] z€]0,2]

Si passa ora ad As. Dalla prima condizione si ricava:
2<z<4
Dalla seconda condizione si ricava:
(peos(9))? + (psin(6))® < (4 — 2)?
p? cos?(0) + p*sin?(0) < (4 — 2)?
0* (0052 0) + sinz(G)) <(4—-2)?
p? < (4-2)°

Ne segue che —4 + z < p < 4 — z. Essendo tuttavia p la distanza dall’origine, questa non puo essere
negativa e quindi 0 < p < 4 — z (dalla prima condizione infatti si vede che 2 < z < 4 e quindi —4 + z sara
sempre negativo).

Si puo quindi concludere che

p€[0,4—2] 0el0,2n] ze€24]
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Dato che ¢ stato effettuato un cambiamento di variabile, € necessario anche calcolare lo jacobiano di T":

cos(0) —psin(0) 0
det(Jr(p, 0, z)) = det sinO(O) pcoos(e) (1) = pcos®(0) + psin®(0) = p (cos®(0) + sin®(0)) = p

A questo punto si pud calcolare L3(A) = L3(A1) + L3(As) (nota: dato che nell’estremo superiore di
integrazione di p di A; compare la variabile z, questo integrale andra risolto per primo in modo tale da
far scomparire la variabile con gli altri integrali).

Ls(A) = Ls(Ay) + Ls(As) =

2m 2 pd—z
/ / / - | det(Jr(p, 0,z |dpd9dz—|—/ / / - | det(Jr(p,0,2))|dpdfdz =
2m 2 4—z
:/ / / pdpd9d2+/ / / pdpdfdz =
o Jo Jo
2 27 272 27 4—=z
:// [Z] d9dz+// { } do dz =
o Jo
2 27r4 27r o
:/ / *d9d2’+/ / d(‘)dz:
o Jo 2 2 Jo 2

2 2m 1 4 2m
:2~/ / 1d9dz—|—f/ (4—2)2/ 1dbdz =
o Jo 2 Jz 0

2 1 4
:2-277/ 1dz+7-27r/ (4 —2)%dz =
0 2 2

4
:2~27r~2+7r~/ (22 =82+ 16)dz =
2

23 22 *
=8r+7m-|— —8—+16z| =
3 2 9

4
287T+7T-<63—64+64—§+16—32> =

56 8t 32w
=38 = —-16) =8 - = —
T+ (3 ) T+ 3 3
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5.6 Esame del 21/06/2021

Calcolare L3(A), con A = {(Il,IQ,Ig) €R3: %ﬁ + % <1l,z1>0,21 + 20+ 23 < 6}.

2 2
A ¢ un cilindro con base ellittica di equazione %2 + %3 = 1 delimitato dal piano di equazione 1 = 0 e dal

piano di equazione x + z2 + x3 = 6.

Essendo A un cilindro con base ellittica delimitato da due piani, conviene passare alle coordinate cilin-
driche. Data 1’ellisse fornita nel testo dell’esercizio, si ha a =2 e b = 3.
Passando alle coordinate cilindriche:

T =z T =z 1 =z
% =pcos(f) — (w2 =apcos(d) — {z2=2pcos(h)
L3 = psin(0) x3 = bpsin(0) x5 = 3psin(f)

Segue che T'(p, 6, z) = (2pcos(9), 3psin(h), z) (nota: in questo caso si usa x1 per la coordinata z in quanto
Dellisse fornita nel testo dell’esercizio ha come componenti zs e x3).

Per ottenere gli estremi di integrazione, si sostituiscono le coordinate appena ottenute nelle condizioni di
A.

Dalla prima condizione si ricava:

(2pcos(0))*  (3psin(h))*
4 + 3

<1

p? cos?(6) + p*sin?(0)
p* (cos®(0) + sin*(9))
p? <1

<1
<1

Ne segue che —1 < p < 1. Essendo tuttavia p la distanza dall’origine, questa non puo essere negativa e
quindi 0 < p < 1.
Dalla seconda condizione si ricava:

z>0

Dalla terza condizione si ricava:
2pcos(0) + 3psin(f) +2 <6

2z <6 —2pcos(f) — 3psin(f)

Si puo quindi concludere che

p €[0,1] 6 el0,2n] z€[0,6—2pcos(f) — 3psin(b)]
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Dato che ¢ stato effettuato un cambiamento di variabile, € necessario anche calcolare lo jacobiano di T":

2 cos(f) —2psin(0) 0
det(Jr(p,0, z)) = det | 3sin(d) 3pcos(d) 0] =
0 0 1

= 6pcos®(0) + 6psin®(0) = 6p (cos? () + sin®*(#)) = 6p

A questo punto si puo calcolare L3(A) (nota: dato che nell’estremo superiore di integrazione di z com-
paiono altre variabili, questo integrale andra risolto per primo in modo tale da far scomparire le variabili
con gli altri integrali).

1 p27  p6—2pcos(0)—3psin(0)
= / / / 1-|det(Jr(p,0,2))|dzdfdp =

2 r6—2pcos(8)—3psin(0) 21 p6—2pcos(0)—3psin(H)
/ / / 6pdzd9dp—6/ / / 1dzdfdp =

2
= 6/ / —2pcos(0) — 3psin(f) df dp = 6/ - 160 — 2psin(f) + 3p COS(F))]g dp =

1 291
1
pdp=T2r - {p} = T2m- 5 = 367
0

1
:6/ p~(127r+3p—3p)dp:727r/
0 0 2
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5.7 Esame del 20/07/2021

Calcolare fA f(x1, w2, 23) dvy dre dxs, con A = {(x1,22,23) € R3 : 23 > 0,27 + 23 < 22}, f(x1,22,73) =
min{a3, 23} 2.

A & la meta superiore (in cui 3 > 0) di un cono (nota: altezza della meta superiore del cono non &
limitata).

Essendo A un cono, conviene passare alle coordinate cilindriche. Dato il cono fornito nel testo dell’eser-
cizio,sihaa=1,b=1ec=1.
Passando alle coordinate cilindriche:

L = pcos(0) x1 = pcos(d)
Z =psin(@) — {22 = psin(f)
=z T3 =2z

Segue che T'(p, 0, z) = (pcos(d), psin(h), z).

Per ottenere gli estremi di integrazione, si sostituiscono le coordinate appena ottenute nelle condizioni di
A.
Dalla prima condizione si ricava:

z>0

Dalla seconda condizione si ricava:
(peos(8))® + (psin(9))? < 22
p? cos?(0) + p* sin?(0) < 2?
p? (cos®(0) + sin®(9)) < 2°
o2 < 22

Ne segue che —z < p < z. Essendo tuttavia p la distanza dall’origine, questa non puo essere negativa e
quindi 0 < p < z.
Si puo quindi concludere che

p€0,z2] 6el0,2r] z€0,+00]
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Dato che ¢ stato effettuato un cambiamento di variabile, € necessario anche calcolare lo jacobiano di T":

cos(0) —psin(0) 0
det(Jr(p, 0, z)) = det sinO(O) pcoos(e) (1) = pcos®(0) + psin®(0) = p (cos®(0) + sin®(0)) = p

A questo punto si pud calcolare I'integrale (nota: dato che nell’estremo superiore di integrazione di p com-

pare la variabile z, questo integrale andra risolto per primo in modo tale da far scomparire successivamente
la variabile con gli altri integrali).

+oo 27 z
/ min{x3, x5 ° Y|z | dzy dre des = / / / min{z%, 27"} - [pcos(9)| - | det(Jr(p, 0, 2))| dpdf dz =
A 0 o Jo
“+oc0 27 z
= / / min{z?,27°} - |pcos(8)| - pdpdh dz =
0 o Jo
“+o00 2 z
= / min{z?, 2_5}/ |cos(9)|/ p*dpdddz =
0 0 0
+o0 2w p3 z
:/ min{zz,zfs}/ | cos(0)] - [] dodz =
0 0 3o
+oo 27 23 1 “+oo . 27
/ min{z?, 275}/ |cos(9)| - —dbidz = = - / 23 - min{2?, 275}/ | cos(9)|dOdz =
0 0 3 3 Jo 0

Si risolve per comodita I'integrale interno a parte.

27 1x XS 1x EX
/ | cos(9)|dO = /2 cos(6) d0+/2 —cos(0) df = /2 cos(0) df — /2 cos(6) df =
0 1

1 3
™ 5T 5T ™

Njw

2

= [sin(0)]37 — [sin(0)]7 = [1 = (-] — [-1 - 1] = 4
2 2
Tornando all’integrale:
1 “+o0 27 4 400
. / 23 - min{2?, z_5}/ |cos(0)|dodz = - - / 23 - min{2?, 2%} dz
3 Jo 0 3 Jo

Per procedere occorre studiare la funzione min{z?,27%}. Si ha

-5

. 9 _5 2?2 quando 22 < z7°
min{z*,27°} = P
z quando z7° < z

Analizzando il primo caso, si ha

22 <70

1
22 < —
25
27 <1
La cui soluzione & z < 1. Di conseguenza la soluzione del secondo caso € invece z > 1.

Occorre quindi spezzare l'integrale da 0 a 400 in due integrali: il primo ha come estremi 0 e 1 e
min{z2, 275} = 22 mentre il secondo ha come estremi 1 e +00 e min{z?, 275} = 275,

4 [t 4 [ 4 [T
/ z?’-min{zZ,z*5}dz:f~/ z3-22dz+7/ 22270 dy =
3 Jo 3 Jo 3N

4 1 4 [t 4 671
:7,/ z5dz+f/ 2dp=- |2 +
3 Jo 3y 3 6],

4 4 14

18+3 9
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5.8 Esame del 03/09/2021
Calcolare fA f(x1,22) dzy dzg, con A = {(x1,15) € R? : x%—l—%g <4}, f(x1,22) = max {xl + 2,1 — F

A & l'area interna di un’ellisse.

1 I
-4 4

Essendo A un’ellisse, conviene passare alle coordinate polari. Data ellisse fornita nel testo dell’esercizio,
sithaa=1eb=2.
Passando alle coordinate polari:

G =pcos() 5 =peos(O) | Jar = peos(0)
2 = psin(6) F=0p

Segue che T'(p,0) = (pcos(0),2psin(0)).

Per ottenere gli estremi di integrazione, si sostituiscono le coordinate appena ottenute nella condizione

di A.

Si ricava: ,

(2p5in(6))* _
1 <

2 (i 2

4p° sin“(0) <4

— =

p* (cos®(0) + sin®(0)) < 4

p> <4

(peos(6))® +

p? cos?(0) +

Ne segue che —2 < p < 2. Essendo tuttavia p la distanza dall’origine, questa non puo essere negativa e
quindi 0 < p < 2.
Si puo quindi concludere che

p€10,2] 0 € 10,2x|

Dato che ¢ stato effettuato un cambiamento di variabile, &€ necessario anche calcolare lo jacobiano di T":

det(Jr(p,0)) = det (2C§1811((019)) ;55:;((3))) = 2pcos®(0) + 2psin®(0) = 2p (cos*(0) + sin*(0)) = 2p
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A questo punto si puo calcolare I'integrale.

/ max{xl + ﬂ,azl - E} dzy dzy =
N 2 2

R 2psin(6) 2psin(6) B
= /0 /0 max {pcos(@) + T,pcos(@) - 2} - | det(Jr(p,8))| dpdd =

2w 2
= / / max {p cos(#) + psin(f), pcos(f) — psin(0)} - 2pdp df =
o Jo

2T 2
_y / max {pcos(6) + psin(6), pcos(0) — psin(6)} - pdpdd =
o Jo
Per procedere occorre studiare la funzione max {p cos(f) + psin(f), pcos(d) — psin(f)}. Si ha

max {pcos(f) + psin(f), pcos(d) — psin(0)} =

) pcos(0) + psin(f) quando pcos(f) + psin(f) > pcos(f) — psin(6)
| pcos() — psin(f) quando pcos() — psin(f) > pcos(6) + psin(6)

Analizzando il primo caso, si ha
pcos(f) + psin(f) > pcos(f) — psin()

2psin(f) > 0

La cui soluzione ¢ 0 < 8 < 7. Di conseguenza la soluzione del secondo caso € invece 7 < 0 < 2.
Occorre quindi spezzare I'integrale su 0 in due integrali: il primo ha come estremi 0 e 7 e

max {p cos(#) + psin(f), pcos(f) — psin(f)} = pcos(f) + psin(h)
mentre il secondo ha come estremi 7 e 27 e
max {pcos(d) + psin(f), pcos(d) — psin(f)} = pcos(f) — psin(h)

Tornando all’integrale, si ha
2 2
2. / / max {pcos(f) + psin(f), pcos(d) — psin(0)} - pdpdf =
o Jo
™ 2 27 2
2. / / (pcos(8) + psin(0)) - pdpdf + 2 - / / (pcos(8) — psin(0)) - pdp df =
o Jo = Jo
T 2 o 2
=2- / / (cos(0) +sin(h)) - p* dpdb + 2 - / / (cos(#) —sin(h)) - p* dpdf =
o Jo x Jo
™ 2 2 2
=2. / (cos() + sin(0)) / p?dpdf+2 - / (cos(0) — sin(o))/ p*dpdf =
0

0 T 0

:2-/0ﬂ(cos(9)+sin(9))/2 g dde—l—Q-/Qﬂ(cos(G)—sin(@))/QpQ dpdo —

0 i 0
3

_y / " (cos(6) + sin(9)) - [ﬁ Cdot2. L 7 cos(6) — sin(6) - [”K do =

0 0 ’
= 1736 : /OW(COS(Q) +sin(6)) do + %6 ' /7T W(COS(Q) —sin(6)) db) =
= - bin(0) — cos(0)]f + 5 - [sin(6) + cos()2" =

16 16 64
:3-(0+1—0+1)+§~(0+1—0+1)=?

64



5.9 Esame del 01/09/2022

Sia A = {(21,x2,23) € R : 2% + 23 < 23,23 > 0}. Calcolare [, e~ 5@ +23423) do day drs.

A ¢ la meta superiore (in cui 3 > 0) di un cono (nota: altezza della meta superiore del cono non &
limitata).

Essendo A un cono, conviene passare alle coordinate cilindriche. Dato il cono fornito nel testo dell’eser-
cizio,sihaa=1,b=1ec=1.
Passando alle coordinate cilindriche:

L = pcos(0) x1 = pcos(h)
% = psin(fd) — { z2 = psin(f)
B=2 T3 =2

Segue che T'(p, 0, z) = (pcos(d), psin(8), z).

Per ottenere gli estremi di integrazione, si sostituiscono le coordinate appena ottenute nelle condizioni di
A.

Dalla prima condizione si ricava:
(pcos(8))® + (psin(0))? < 22
p? cos?(0) + p®sin?(9) < 2*
p* (cos®(0) + sin®(9)) < 2°
p? < 22

Ne segue che —z < p < z. Essendo tuttavia p la distanza dall’origine, questa non puo essere negativa e
quindi 0 < p < 2.
Dalla seconda condizione si ricava:

z2>0

Si pud quindi concludere che

€ [0, 2] 6el0,2r] z€]0,+00]
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Dato che ¢ stato effettuato un cambiamento di variabile, € necessario anche calcolare lo jacobiano di T":

cos(0) —psin(0) 0
det(Jr(p, 0, z)) = det sinO(O) pcoos(e) (1) = pcos®(0) + psin®(0) = p (cos®(0) + sin®(0)) = p

A questo punto si pud calcolare I'integrale (nota: dato che nell’estremo superiore di integrazione di p com-
pare la variabile z, questo integrale andra risolto per primo in modo tale da far scomparire successivamente
la variabile con gli altri integrali).

“+00 27
[t dndny g = [ [ e ekt 5.0, ) dpa s =
A

+oo 27 R R
/ / / e 2 L pdpdfdz =
0 o Jo
+oo 27 z N N “+oo R 27 z R
= / / / e 5 e L pdpdfdz = / e 5% / / p-e P dpdhdz

Ponendo p? = u, si ha 4 d = 2p da cui si ricava dp = 7 L’estremo di integrazione inferiore resta invariato
mentre 1’estremo superiore diventa z2. Si ha quindi

2 —+o0o 2
/ / / p-e v —dudez- / / / e dudhdz =
_1 —522 _l —5u g _ 1/+OO —5z2/ 1_1 522
= 2/0 e /0 [ 56 ]0 dodz = 3/, e ; 3 56 dfdz =

27 “+o0

1 [t 1
= — e~ . (1 - 6_5Z2) / dodz = — e 5. (1 - e_5z2) 2mdz =
0 0

+oo too
s _E.2 ) ™ _r.2 _ 2
_r 652-(1—e5z)dz:— o7 _ p—1027 g,
5 Jo 5 Jo

Non & possibile proseguire ulteriormente senza utilizzare la funzione errore.
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5.10 Esame del 09/01/2023

Sia A = {(21, 72, 73) € R?: %% + %? < (4 —w3)%,4 > x3 > 0}. Calcolare [,(4— .2?3)_% dxq dxy dxs.

2 2
Nota: nella consegna del testo viene riportato %+ + 5 < (4 — 23)? ma ¢ un refuso e il secondo z; & in
realtd xo (fu corretto dal prof. durante 'esame ma mai corretto nel file con gli esercizi).

A & un cono ellittico traslato verticalmente di 4. Di questo cono poi si prende soltanto la parte con
0<z3 <4

Essendo A un cono, conviene passare alle coordinate cilindriche. Dato il cono fornito nel testo dell’eser-
cizio,sihaa=2,b=3ec=1.
Passando alle coordinate cilindriche:

L1 = pcos(6) 5= pcos(0) x1 = 2pcos(d)
F=psin0) = F =psind) = z2=3psin()
ch, = 5 ‘%3 =2z xr3 =z

Segue che T'(p, 0, z) = (2pcos(6), 3psin(h), z).

Per ottenere gli estremi di integrazione, si sostituiscono le coordinate appena ottenute nelle condizioni di

A.

Dalla prima condizione si ricava:

(2p cos(6))? N (3psin(0))?

: g <(-2)
4p? 0252(9) n 9p S;n2(9) <(4— 2
p* (cos®(0) +sin*(9)) < (4 — 2)?

PP < (4-2)?

Ne segue che —4 + z < p < 4 — z. Essendo tuttavia p la distanza dall’origine, questa non puo essere
negativa e quindi 0 < p < 4 — z (dalla seconda condizione infatti si vede che 0 < z < 4 e quindi —4 + z
sard, sempre negativo).
Dalla seconda condizione si ricava:

0<z<14

Si puo quindi concludere che

p€0,4— 2] 0 € [0, 27| z €]0,4]
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Dato che ¢ stato effettuato un cambiamento di variabile, € necessario anche calcolare lo jacobiano di T":

2 cos(f) —2psin(0) 0
det(Jr(p, 0, z)) = det | 3sin(d) 3pcos(8) 0| =6pcos?(0) + 6psin?(9) =
0 0 1

= 6p (cos®(0) + sin*(0)) = 6p

A questo punto si puo calcolare l'integrale (nota: dato che nell’estremo superiore di integrazione di p com-
pare la variabile z, questo integrale andra risolto per primo in modo tale da far scomparire successivamente
la variabile con gli altri integrali).

2 4—z
/( —x3)” 2d:v1d;zcgdx3f/ / / (4—2)"% | det(Jr(p, 8, 2))| dpdf dz =

27 4—z s 27 4—z
/ / / 4—2z) ’-6pdpd9dz:6-/ 5/ / pdpdfdz =
27 274—=2 4
3 3 4
—6- /( —z)*i/ {p} dfdz =6 - /(4— )*f/ =2 1p s =
0 0 2], 0 0 2

4 2m 4
=3-/(4—z)2-(4—z)7%/ 1d0dz=67r-/(4—z)%dz:
0 0 0

2 51 2 s

mw

=327

00\[\9
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5.11 Esame del 30/01/2023

Sia A = {(x1,72) € R?: 21 > 1,29 > 3,21 + 22 < 5}. Calcolare fA 9712 dxq dzy.

A ¢ la porzione di piano compresa fra la retta di equazione z; = 1, la retta di equazione y = 3 e la retta
di equazione z +y = 5.
A & quindi il triangolo di coordinate (1,3), (2,3) e (1,4).

5k

In questo caso gli estremi inferiori delle due variabili di integrazione sono gia definiti da z; > 1 e
da x2 > 3; con la terza condizione si ricava poi l’estremo superiore di una variabile e si lascia l'altro
in funzione dell’altra variabile. Uno dei due estremi deve necessariamente essere in funzione dell’altra
variabile in quanto si integra su un triangolo: se tutti gli estremi fossero definiti si integrerebbe su un
quadrato.
Infatti, se si considerassero come estremi di integrazione 1 e 2 per x; e 3 e 4 per zs, calcolandone la
misura di Lebesgue La(A) = ff ff 1dzy dzy = 1 mentre ¢ evidente (graficamente) che I'area ¢ pari a 1.
Come estremi di integrazione in questo caso ci sono due soluzioni equivalenti: nel primo caso si ha x;
compreso fra 1 e 5 — x9 e 29 compreso fra 3 e 4, nel secondo si ha x; compreso fra 1 e 2 e x5 compreso
fra 3 e 5 — x1. Entrambe le opzioni portano allo stesso risultato.
Per svolgere ’esercizio si prendera il primo caso ma lo svolgimento ¢ analogo (e con lo stesso risultato)
prendendo il secondo caso. Provando a calcolare Ly(A) con questi estremi di integrazione si ha la giusta
misura di Lebesgue di A, ovvero La(A) = f34 fls_wz ldzy dwy = 1.
Si ha quindi che

x1 € [1,5 — @3] x9 € [3,4]

A questo punto si puo calcolare I'integrale.

1 4 5—12 1 4 1 5—12
/ — dSL‘l dl’z = / / — d.’l?l dl‘g = / 7/ 1d.’171 d.’l?g =
A T2 3 J1 T2 3 T2.J1
4 4 4
1 1 —x2—1
:/ (~[:c1]?"”"’) d:cgz/ (-(5x21>) du:/ <5”2> dy =
3 X2 3 Z2 3 L2

4
:/ <41> de_[41n|x2x2]§—4ln(4)44ln(3)+3—4ln<§>1
3

T2
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5.12 Esame del 13/02/2023
Sia A = {x1,22,23) € R3 : 27 + %3 < 22,0 < 23 < 1}. Calcolare fA(l + x3) "t dxy doo das.

A ¢ un cono di cui si prende soltanto la parte in cui 0 < z3 < 1.

Essendo A un cono, conviene passare alle coordinate cilindriche. Dato il cono fornito nel testo dell’eser-
cizio,sihaa=1,b=3ec=1.
Passando alle coordinate cilindriche:

L = pcos() EL = pcos() z1 = pcos(0)
Z=psin(@) — 2 =psin(@) — w2 =3psin(f)
Lcs =z %3 =z XT3 =2z

Segue che T'(p, 0, z) = (pcos(8),3psin(b), z).
Per ottenere gli estremi di integrazione, si sostituiscono le coordinate appena ottenute nelle condizioni di

A.

Dalla prima condizione si ricava:

(3psin(0)? _ ,

(peos())? + LI
2 qin2
P2 cos?(6) + 99%11(9) <22
p? (cos®(0) + sin®(9)) < 2*
P2 < 2?

Ne segue che —z < p < z. Essendo tuttavia p la distanza dall’origine, questa non puo essere negativa e
quindi 0 < p < z.
Dalla seconda condizione si ricava:

0<z2<1

Si puo quindi concludere che
p€[0,z2] felo,2n] z€]0,1]
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Dato che ¢ stato effettuato un cambiamento di variabile, & necessario anche calcolare lo jacobiano di T'

cos(0) —psin(0) 0
det(Jr(p,0, z)) = det | 3sin(h) 3pcos(h) 0| =3pcos?(0) + 3psin?(9) =
0 0 1

= 3p (cos®(0) +sin*(0)) = 3p

A questo punto si puo calcolare l'integrale (nota: dato che nell’estremo superiore di integrazione di p com-

pare la variabile z, questo integrale andra risolto per primo in modo tale da far scomparire successivamente
la variabile con gli altri integrali).

2w
/(1+x3) dzy dzo dxs = // /1+z - det(Jr(p, 8, 2))|dpdfdz =
2m 27
// / (1+42)~ 3pdpd9dz—3/ / /pdpd@dz—
142
27 z 2 27
—| dfdz=3- —dfdz= - - 1dfdz =
/+/[] 23/014—2/02 Z2/01+z/0 :
1 12 1
§/ G 27rdz:37r~/ z dz:37r-/ ! +z—-1)dz=
2 1 1 1
= W-[1n|1+z|+2—z] :37r-<ln(2)+2—1>:37r-(ln(2)—)
0

2
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