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Formalismi di calcolo

Un formalismo di calcolo è un formalismo che risponde alla

domanda “cosa vuol dire calcolare”

Un formalismo è una descrizione matematicamente rigorosa di

un fenomeno, in genere ottenuta tramite manipolazione di

espressioni simboliche.

Tantissmi formalismi di calcolo: �-calcolo, macchine di Turing,

sistemi di Post, funzioni primitive ricorsive con operatore di

minimizzazione, Random Access Machines, linguaggi di

programmazione rigorosamente specificati, . . .
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La tesi di Church-Turing

Tesi (nel senso di congettura!) di Church-Turing: Ogni funzione

calcolabile da un formalismo di calcolo sufficientemente

espressivo è calcolabile da una macchina di Turing e viceversa.

Tutti i formalismi sono equivalenti dal punto di vista di cosa

calcolano.

Formalismi diversi hanno punti di forza/debolezza diversi (come

i linguaggi di programmazione).
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Macchine di Turing (Turing)

calcolare = modificare un supporto fisico di celle discrete,

ognuna contentente una quantità finita di informazione

calcolo ottenuto tramite operazioni locali

(una testina r/w si muove sul supporto fisico)

oltre al supporto fisico, la macchina è in uno stato scelto da

un insieme finito
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�-calcolo (Church)

calcolare = semplificare espressioni

espressioni: tutto è una funzione

in particolare: le funzioni prendono in input funzioni e

danno in output funzioni
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Macchine di Turing vs �-calcolo

Macchina di Turing �-calcolo
Ogni passo O(1) (tempo) Implementazone naif di un passo: O(n2)
Ogni cella O(1) (spazio) Implementazione efficiente: O(???)
Ottimo per studio Pessimo per studio

complessità complessità
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Macchine di Turing vs �-calcolo

Macchina di Turing �-calcolo
Imperativo, ma 6= Cuore di tutti i

linguaggi imperativi linguaggi funzionali

Non composizionale Composizionale

Di basso livello Di alto livello

Difficile implementare Facile implementare

costrutti/dati/meccanismi costrutti/dati/meccanismi

Definizione non ricorsiva Definizioni ricorsive

) prove complesse ) prove per induzione

Pessimo per studio Ottimo per studio

linguaggi di programmazione linguaggi di programmazione

Macchina di Turing �-calcolo
Ad-hoc Controparte computazionale della logica
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Macchine di Turing

Una macchina di Turing è definita da una tupla (A,Q, q0, qf , �)
dove:

L’alfabeto A è un insieme non vuoto, finito di simboli

L’insieme di stati Q è un insieme non vuoto, finito di stati

q0 2 Q è lo stato iniziale

qf 2 Q è lo stato finale

La funzione di transizione � ha dominio A⇥Q e codominio

A⇥Q ⇥ {L,R}

Claudio Sacerdoti Coen



Macchine di Turing

Lo stato di una macchina di Turing (A,Q, q0, qf , �) è una tripla

(↵, i , q) dove:

Il nastro infinito ↵ è una funzione da Z a A

Intuizione: ↵(k) = a sse la k -esima cella del nastro

contiene il simbolo a

i 2 Z è la posizione della testina sul nastro

Intuizione: la testina è posizionata sulla i-esima cella di

contenuto ↵(i)

q 2 Q è lo stato corrente

Uno stato (↵, i , q) è iniziale di input ↵ sse i = 0 e q = q0 e

finale di output ↵ sse q = qf .
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Esecuzione di una macchina di Turing

Una macchina di Turing (A,Q, q0, qf , �) in uno stato (↵, i , q) non

finale transisce in un nuovo stato (↵0, i 0, q0) se:

�(↵(i), q) = a, q0, x
Intuizione: la testina legge il contenuto ↵(i) della cella

corrente i , lo stato corrente si aggiorna da q a q0 e . . .

↵0(i) = a e ↵0(n) = ↵(n) per n 6= i

. . . la testina sovrascrive il valore della cella con a e . . .

i 0 = i + 1 se x = R; i 0 = i � 1 se x = L

. . . si muove a destra o a sinistra a seconda del valore di x
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Programmazione di una macchina di Turing

Esercizio: confronto di due numeri espressi in base 1

(ovvero il numero n è rappresentato da n uni di seguito)

Definire una macchina di Turing che prenda in input ↵ e dia in

output � dove:

A = {b, 1, 0, $}
↵ = . . . bb11 . . . 1$11 . . . 1$bb . . .
t.c. 0 (la posizione iniziale della testina) corrisponda all’1

più a sinistra (o al dollaro più a sinistra se non ci sono uni a

sinistra del dollaro)

� = . . . bb11 . . . 1$11 . . . 1$Xbb . . .
dove X sia 1 se il numero di uni nella prima sequenza è

minore o uguale del numero di uni nella seconda e 0

altrimenti
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Il �-calcolo: sintassi

Tutto è una funzione unaria (= con un solo input) anonima:

t ::= x | tt | �x .t

dove:

t viene chiamato termine

useremo t , s, u, v ,M,N, . . . per indicare un termine

x (ma anche y , z,w , . . .) indica l’occorrenza di una variabile

t1t2 (chiamata applicazione) è la chiamata di funzione:

passo t2 in input alla funzione t1

notazione matematica standard: t1(t2)

�x .t (chiamata astrazione) è una funzione anonima il cui

parametro formale è x e il cui corpo è t

notazione matematica standard: x 7! t o anche f (x) = t se

la funzione avesse un nome f
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Il �-calcolo: esempi

�x .x è la funzione identità: prende in input x e lo

restituisce in output

(�x .x)(�y .y) applica la funzione identità a un’altra copia

della funzione identità. Il risultato atteso è la funzione

identità �y .y

�x .y è la funzione costante che ignora l’input x e

restituisce sempre y

(�x .y)(�z.z) applica la funzione costante di prima alla

funzione identità. Il risultato atteso è y

�x .xx prende in input una funzione x e la applica a se

stessa

�x .�y .xy prende in input una funzione x e restituisce una

funzione che prende in input una y e applica x a y

(�x .�y .xy)(�z.z) ridurrà a �y .(�z.z)y che ridurrà alla

funzione identità �y .y
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Il �-calcolo: sintassi

t ::= x | tt | �x .t

Regole di precedenza e associatività:

l’applicazione ha la precedenza sull’astrazione:

�x .xx si legge come �x .(xx) e non come (�x .x)x

l’applicazione è associativa a sinistra:

xyz si legge come (xy)z e non come x(yz)
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Il �-calcolo: funzioni n-arie e applicazione parziale

t ::= x | tt | �x .t

Una funzione binaria f (x , y) = g(x , y) può essere vista come

una funzione unaria che restituisce una funzione unaria:

�x .�y .gxy

Notate che il passaggio simultaneo di una coppia di input

g(x , y) viene codificato con il passaggio sequenziale di un input

alla volta: gxy , ovvero (gx)y .

Vantaggio: le funzioni possono essere applicate parzialmente

passando solamente il primo parametro ((�x .�y .x + y)2 riduce

alla funzione �y .2 + y che incrementa un numero di 2.
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Il �-calcolo: riduzione (intuizione)

Un �-termine t può ridurre a un altro �-termine t 0 rimpiazzando

una chiamata di funzione (�x .M)N con il corpo M dove

sostituisco x con N.

Esempio: (�x .yx)(zz) riduce a y(zz).

Tuttavia devo fare attenzione a definire correttamente la

nozione di sostituzione.
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Variabili libere e legate

t ::= x | tt | �x .t

I nomi dati ai parametri formali non sono importanti: �x .x e

�y .y sono la stessa funzione.

Tuttavia i nomi delle variabili globali lo sono eccome: �x .y e

�x .z sono due programmi diversi.

Intuizione: non posso rimpiazzare uno con l’altro in un contesto

dove y = 0 e z = 1 senza ottenere risultati diversi.

Introduciamo una terminologia.
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Variabili libere e legate

t ::= x | tt | �x .t

Il � nell’astrazione �x .t è un binder: esso lega la variabile x nel

corpo t .

Una variabile che non è legata si dice libera.

Nel �-calcolo: le variabili legate sono tutte parametri formali

(c’è un solo binder) e quelle libere sono tutte variabili globali.
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Variabili libere e legate

t ::= x | tt | �x .t

L’insieme FV (t) delle variabili libere di t si calcola come segue:

FV (x) = {x}
FV (MN) = FV (M) [ FV (N)

FV (�x .M) = FV (M) \ {x}
Esempio: FV (�x .xy(�y .yz)) = {y , z}.

Nota: nell’esempio la prima occorrenza di y è libera, mentre la

seconda è legata.
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↵-conversione ⌘↵

Due �-termini t1 e t2 sono ↵-convertibili (i.e. t1 ⌘↵ t2) se posso

ottenere l’uno dall’altro ridenominando le sole variabili legate in

modo tale che le occorrenze legate di una variabile in posizione

corrispondente nei due termini siano legate dai binder in

posizione corrispondente e che le occorrenze di variabili libere

abbiano in posizione corrispondente una variabile libera con lo

stesso nome.

Esempi:

�x .�y .xyz ⌘↵ �y .�w .ywz

�x .�y .xyz 6⌘↵ �x .�z.xzz

�x .�y .xyz 6⌘↵ �x .�y .yxz

�x .�y .xyz 6⌘↵ �x .�y .xyw
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↵-conversione ⌘↵

Da questo momento in avanti considereremo (quasi) sempre i

termini ↵-equivalenti come uguali.

Più formalmente: l’↵-equivalenza è una relazione di

equivalenza (simmetrica, riflessiva e transitiva) e noi

lavoreremo con le classi di equivalenza di �-termini modulo

l’↵-equivalenza.
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Sostituzione

Quando si sostituisce in M un termine N al posto di una

variabile x (scrittura: M{N/x}) bisogna stare molto attenti a

evitare catture accidentali delle variabili libere.

Esempio:

(�x .xy){zz/y} = �x .x(zz) ma

(�x .xy){xx/y} 6= �x .x(xx)
(a sx le x in xx sono globali, a dx sono parametri formali)

Soluzione via ↵-conversione:

(�x .xy){xx/y} ⌘↵ (�z.zy){xx/y} = �z.z(xx)
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Sostituzione

Formalmente: M{N/x} (M dove sostituisco alle occorrenze

libere di x il termine N) è definito come

x{N/x} = N

y{N/x} = y

(t1t2){N/x} = t1{N/x}t2{N/x}
(�x .M){N/x} = �x .M

(�y .M){N/x} = �z.M{z/y}{N/x} per

z 62 FV (M) [ FV (N)

Terminologia: z è sufficientemente fresca se

z 62 FV (M) [ FV (N) e fresca se non è mai stata utilizzata

prima. Ogni variabile fresca è automaticamente

sufficientemente fresca.
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�-riduzione

t1 �-riduce a t2 in un passo (indicato t1 !� t2) sse ottengo t2 da

t1 rimpiazzando da qualche parte in t1 il redex (�x .M)N con il

suo ridotto M{N/x}.

Esempio: �x .(�y .xy)x !� �x .xx dove è stato ridotto il redex

(�y .xy)x .
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�-riduzione

Formalmente definiamo la relazione binaria!� tramite un

sistema di inferenza (cfr. deduzione naturale).

(�x .M)N !� M{N/x}

M !� M 0

MN !� M 0N

M !� M 0

NM !� NM 0

M !� M 0

�x .M !� �x .M 0

Osservazione: l’ultima regola dice che posso ridurre il corpo di

una funzione prima che questa sia invocata! (come quando si

ottimizza il codice)
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�-riduzione: esempio

(�x .yx)y!� yy

y((�x .yx)y)!� y(yy)

�y .y((�x .yx)y)!� �y .y(yy)
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�-riduzione

t1 !n
� tn+1 (t1 riduce in n passi a tn+1) sse

t1 !� t2 !� . . .!� tn+1

Formalmente:

t !0

� t

t !n+1

� t 00 sse t !� t 0 e t 0 !n
� t 00.

t !⇤
� t 0 (t riduce in 0 o più passi a t 0) sse 9n.t !n

� t 0

Esempio: (�x .�y .xy)(�z.z)(�z.z)!3

� �z.z.
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Forme normali

t è una forma normale (anche scritto t 6!�) sse 6 9t 0.t !� t 0

t ha forma normale t 0 sse t !⇤
� t 0 ^ t 0 6!�

t ha una forma normale o può convergere sse esiste un t 0 t.c. t

ha forma normale t 0
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Non determinismo

La relazione!� è non deterministica, ovvero ci sono dei t t.c.

esistono t1, t2 distinti t.c. t1� t !� t2

Esempio: y� (�x .y)((�z.z)w)!� (�x .y)w

Intuizione: non viene specificato in quale ordine vanno ridotti i

redessi e un’implementazione può scegliere liberamente.

Questo potenzialmente può portare a forme normali distinte,

ma vedremo che non sarà cosı̀. (Continando l’esempio:

(�x .y)w !� y ).
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Quanto è espressivo il �-calcolo?

Un linguaggio Turing completo sembra necessitare di:

1 tipi di dato

almeno i numeri naturali con cui codificare il resto

2 scelta (if-then-else)

a input diversi deve restituire output diversi

3 ripetizione (while, ricorsione)

un codice di dimensione prestabilita deve poter analizzare

input di dimensione arbitrariamente grande

Il �-calcolo sembra non avere nessuno di questi meccanismi!
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Esempio di programma funzionale in OCaml

Somma dei numeri pari  n

Il numero 3 viene rappresentato come S (S (S 0))

(S = successore).

let rec f n =

match n with
| 0) 0

| S m) if even(S m) then S m + f m else f m

Somma dei numeri pari  n

Esempio:

f (S (S 0))

! match S (S 0)) with | 0 ) 0 | S m ) if even(S m) then S m + f m else f m

! if even(S (S 0)) then S (S 0) + f (S 0) else f (S 0)

! S (S 0) + f (S 0)

! S (S 0) + match S 0 with | 0 ) 0 | S m ) if even(S m) then S m + f m else f m

! S (S 0) + if even(S 0) then S 0 + f 0 else f 0

! S (S 0) + f 0

! S (S 0) + 0

! S (S 0)
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PARADosSO Or RUSSI :

Assion or Comprausione Data una proprieta

↑
,
Esiste {X/9/xY = s Ha

Fx . (y = Gx/P(x)) F P(y))
Russi : X & 9Y/YYY
tex #I -(xx)7kex))

E (((x = x )))
* Inconsiste !

... ) T .... T (ENET...



Tutto Un INSIT tutto e una funtrone

XeX x K

I I↳

Xx ↑(xx)
Assion or comprensione - Astetzione :

- DA P(Y) RAVA I - DA M (in cur occoper

uraciern54/(7)} 4) Prava 3.
e

94/3743-97/3473 I (12 : A (37)) (17 . A(7))
E) 7 ( .... ) 1

- A((A). A(747) (12 . A (47))



Pi Essere Turno-compone sere e suffra
20-Stesso codice pu vorse
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Ta A un insieme & & una

funzione di dominio e codominia A

x
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un Punto fisso di Asse

x = f(x)
A
I

- -

es. 1 . da infinite Mete

coy.. Siri su0
es

.

I fexts man to penti fisi



Teoper : in -calcolar ogni termine M

Le alnour an quanto fisso

Dim . (x . M(xx)) (tx- (xx))

e un punte fixz di M

Infatt (r) . M(x) (1- (x)
-M(((x-m(xx)(x - r((x))))
Q



Definisina : Ye un OPERATOR Or Punto

fisso ese Fr
.
Y è un punta fisso

di M

troem : Y L /A .

(ti
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A(x))

i un operatore di pante fixer
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②D
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Esempio di programma funzionale in OCaml

Somma dei numeri pari  n

let rec f n =

match n with
| 0) 0

| S m) if even(S m) then S m + f m else f m

Ingredienti

1 Il tipo di dato dei numeri naturali e la possibilità di farci

pattern-matching sopra

2 Scelta: if-then-else, ma anche il pattern-matching stesso

3 Ricorsione: la funzione f invoca sé stessa
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Programma

Mostreremo come esprimere in �-calcolo ricorsione, scelta e

tipi di dato assumendo di volta in volta di avere già a

disposizione gli altri meccanismi.
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Ricorsione in �-calcolo

Le funzioni anonime non possono richiamare sé stesse

esplicitamente e non ci sono altri meccanismi per ciclare.

Chiediamo aiuto alla logica!

Ci sono situazioni/meccanismi in logica nei quali si arriva a

ragionamenti circolari?
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Paradosso di Russell

Paradosso di Russell

X = {Y | ¬(Y 2 Y )}

X 2 X () ¬(X 2 X ) () ¬(¬(X 2 X )) () ¬(¬(¬(X 2
X ))) () . . .

Ingredienti

1 un predicato binario 2 per il quale gli insiemi siano sia

oggetto (il contenuto) che soggetto (il contenitore)

2 l’auto-applicazione Y 2 Y e poi nuovamente X 2 X

3 l’introduzione di una negazione intorno all’autoapplicazione

4 la trasformazione del predicato ¬(Y 2 Y ) in insieme

autoapplicabile (via assioma inconsistente di

comprensione)
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Paradosso di Russell nel �-calcolo

Ingredienti

1 un predicato binario 2 per il quale gli insiemi siano sia oggetto (il

contenuto) che soggetto (il contenitore)

2 l’auto-applicazione Y 2 Y e poi nuovamente X 2 X

3 l’introduzione di una negazione intorno all’autoapplicazione

4 la trasformazione del predicato ¬(Y 2 Y ) in insieme

autoapplicabile (via assioma inconsistente di comprensione)

Ingredienti

1 applicazione di funzione per la quale i �-termini sono sia oggetto

(l’argomento) che soggetto (la funzione invocata)

2 l’auto-applicazione YY e poi nuovamente XX

3 l’introduzione di una funzione g intorno all’autoapplicazione

4 la trasformazione del �-termine g(YY ) in una funzione

autoapplicabile (via �-astrazione)

Claudio Sacerdoti Coen



Paradosso di Russell nel �-calcolo

Paradosso di Russell

X = {Y | ¬(Y 2 Y )}

X 2 X () ¬(X 2 X ) () ¬(¬(X 2 X )) () ¬(¬(¬(X 2
X ))) () . . .

Nel �-calcolo

�Y .g(YY )

(�Y .g(YY ))(�Y .g(YY ))!� g((�Y .g(YY ))(�Y .g(YY )))!�

g(g((�Y .g(YY ))(�Y .g(YY ))))!� . . .

Il più piccolo �-termine divergente

Caso particolare per g funzione identità:

(�x .xx)(�x .xx)!� (�x .xx)(�x .xx)!� . . .
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Divergenza

Un termine t0 può divergere sse 8i .9ti+1.ti !� ti+1.

Esempio: (�x .xx)(�x .xx)!� (�x .xx)(�x .xx)!� . . .

Un termine può divergere e può convergere allo stesso tempo.

Esempio:

y� (�x .y)((�x .xx)(�x .xx))!� (�x .y)((�x .xx)(�x .xx))!� . . .
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Punti fissi

Punto fisso in matematica

Sia A un insieme e f : A! A. Un x 2 A è punto fisso di f sse

f (x) = x .

In matematica esistono funzioni che non ammettono punti fissi

(es. la funzione x 7! x + 1)

Punto fisso in �-calcolo

Un �-termine t è punto fisso di f sse f (t) =� t , dove =�

(�-conversione) è la chiusura riflessiva, simmetrica e transitiva

di!�.

I punti fissi esistono sempre: (�x .f (xx))(�x .f (xx)) è punto fisso

di f
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Operatore di punto fisso

Operatore di punto fisso

Un �-termine Y è un operatore di punto fisso sse per ogni

�-termine f , Yf è punto fisso di f .

�f .((�x .f (xx))(�x .f (xx))) è un operatore di punto fisso.

Ne esitono infiniti altri.
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Codifica delle funzioni ricorsive

Somma dei numeri pari  n via ricorsione

let rec f : (nat! nat) =

�n.

match n with
| 0) 0

| S m) if even(S m) then S m + f m else f m

Funtore (non ricorsivo) associato

let F : (nat! nat)! (nat! nat) =

�f.

�n.

match n with
| 0) 0

| S m) if even(S m) then S m + f m else f m
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Codifica delle funzioni ricorsive

Funtore (non ricorsivo) associato

let F : (nat! nat)! (nat! nat) =

�f.

�n.

match n with
| 0) 0

| S m) if even(S m) then S m + f m else f m

Codifica di f in �-calcolo

f = YF dove Y è un operatore di punto fisso.

Infatti f = YF !� F (YF ) = Ff .

Claudio Sacerdoti Coen



Ancora più esplicitamente

Somma dei numeri pari  n via ricorsione

let rec f =

�n.

match n with
| 0) 0

| S m) if even(S m) then S m + f m else f m

Codifica in �-calcolo

Y

(�f.

�n.

match n with
| 0) 0

| S m) if even(S m) then S m + f m else f m)

Claudio Sacerdoti Coen



Ancora più esplicitamente

Fattoriale

let rec fact =

�n.

match n with
| 0) 1

| S m) m * fact m

Codifica in �-calcolo

Y

(�fact.

�n.

match n with
| 0) 1

| S m) m * fact m)

Claudio Sacerdoti Coen
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Tipi di dato algebrici: esempi

type B = true : N | false : B
Es: true : B

type N = 0 : N | S : N! N
Es: S (S 0) : N

type List T = [] : List T | (::) : T ! List T ! List T

Es: (S 0) :: 0 :: [] : List N

Claudio Sacerdoti Coen
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VAR a = 2;

A(x
,
4) { A (x , 7 , a) E

VAR z = 2 ;
VAR = = 2;
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