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EsErcizio 1

Quattro squadre di pallavolo (A, B, C e D) partecipano ad un torneo ad eliminazione
diretta, ovvero: vengono disputate due semifinali e le due vincitrici si sfidano nella finale.
Prima dell’inizio del torneo, i bookmakers stimano le probabilita di vittoria di ogni squadra
in caso di scontro diretto con una qualsiasi delle altre squadre. Tali probabilita sono
riassunte nella seguente tabella:

sconfitta

vittoria AlB|CID
A 2|51
B 2 5|1
¢ [s[3] 3
D |11}

Supponendo che la composizione delle semifinali venga sorteggiata in maniera casuale,
e che gli esiti delle due semifinali siano tra loro indipendenti, si determini:

1) la probabilita dell’evento

Vp = “la squadra D vince il torneo”;

2) la probabilita dell’evento

F, = “la squadra A arriva in finale”;

3) la probabilita condizionata dell’evento S4p dato 'evento Fpe, dove

Sap = “la squadra A gioca con la squadra B in semifinale”,

Fpe = “la squadra B gioca con la squadra C' in finale”;

4) se, ai fini di massimizzare la probabilita di vittoria finale, ¢ pilt conveniente per la
squadra A affrontare in semifinale la squadra B o la squadra C.

SOLUZIONE



1. Consideriamo la partizione dell’evento certo data dai seguenti eventi equiprobabili:

Sap = “la squadra A gioca con la squadra B in semifinale”,
Sac = “la squadra A gioca con la squadra C' in semifinale”,
Sap = “la squadra A gioca con la squadra D in semifinale”.

Introduciamo poi gli eventi

Fip = “la squadra A gioca con la squadra B in finale”,
Fac = “la squadra A gioca con la squadra C' in finale”,
Fip = “la squadra A gioca con la squadra D in finale”,
Fpe = “la squadra B gioca con la squadra C' in finale”,

e infine gli eventi

Vi = “la squadra A vince il torneo”,
Ve = “la squadra B vince il torneo”,
Ve = “la squadra C vince il torneo”,
Vp = “la squadra D vince il torneo”.

Per la formula delle probabilitd totali otteniamo (si faccia ’albero):

P(Vp) =P(SapNVp) +P(Sac N Vp) +P(Sap N Vp)
=P(SapNFapNVp) +P(Sap N FppNVp)
+P(Sac N Fap NVp) +P(Sac N Fep N Vp)
+P(Sap N Fgp NVp) +P(Sap N Fep NVp).

Applicando la proprieta della catena, si ottiene:

P(Vp) =P(Sap)P(Fap|Sa)P(Vp|Sap N Fap) + P(Sa)P(Fpp|Sas)P(Vp|Fep N Sag)
+ P(SAc)P(FAD|SAc)P(VD|SAC N FAD) -+ P(SA0>P(FCD|SA0)P<VD’FCD N SAC)
+P(Sap)P(Fpp|Sap)P(Vp|Sap N Fep) + P(Sap)P(Fep|Sap)P(Vp|Fep N Sap)

per le probabilita nella tabella, e I'ipotesi di indipendenza

1 1 1 3 1 1 1 3
——><<—><—>><—+—><(—><—>><—
3 2 4 3 2 4
+1 ( 3>><3+1 ( ><3>><1
3 4 4 3 4 3
1 ( 3) 3 1 ( 3) 1
3 4 4 3 4 3
17
= — =~ 0.35.
48



]P’(FA) = ]P’(FA N SAB) —FP(FA N SAC’) —|—]P)(FA N SAD)
= P(FA|SA3)P<SAB> -+ P(FA|SAO)P(SAO) + P(FA|SAD)P(SAD)
1 1 2 1 17
=< (grgty) mgmoar

3. Per la formula delle probabilita totali otteniamo

P(FBC) = P(FBC N SAB) + P(FB(; N SAC)
(per la regola della catena)

= P(Fpc|Sap)P(Sas) + P(Fpce|Sac)P(Sac)
1 1 2 1 1 1 5
=37 (373)v3<(1%3) =35

Usiamo ora la formula di Bayes

D=
X

2
Fpc|Sag)P(SaB) _ ( 3
P(Fpc) 2

P(Sap|Fac) = o

4. Confrontiamo P(V4|Sap) con P(V4|Sac). Applicando formula delle probabilita
totali e regola della catena otteniamo

]P’(VA|SAB) = P(VA N FAC|SAB) + P(VA N FAD‘SAB)
= P(Va|Fac N Sap)P(Fac|Sas) + P(Va|Fap N Sap)P(Fap|Sag)

2 1 2 1 1 1 19
=2x(3x35) v 17 (3x3) =7 ~0.

P(VA|SA0) = P(VA N FAB|SA0) + P(VA N FAD|SA0)
= P(Va|Fap N Sac)P(Fap|Sac) + P(Va|Fap N Sac)P(Fap|Sac)

1 2 1 1 2
:2><<—><—>+—><<—><§> iz0.21.

374) 747 \374) "

Quindi per la squadra A e piu conveniente affrontare in semifinale la squadra B
rispetto alla squadra C'.



ESERciIZIO 2

8 individui, di cui 4 biondi e 4 castani, prendono posto uno dietro I'altro in una canoa, in
maniera completamente casuale. Determinare:

1) uno spazio di probabilita (£2,P) che descriva ’esperimento aleatorio;
2) la probabilita che gli individui biondi e castani si siedano in maniera alternata,

3) la probabilita che, partendo dalla prua e procedendo verso poppa, i primi 4 individui
siano tutti biondi, e che Giovanni (biondo) sia seduto vicino ad Anna (castana);

4) la probabilita che gli individui biondi e castani si siedano in maniera alternata e che
Giovanni sia seduto vicino ad Anna.

SOLUZIONE

1. Si puo prendere come spazio campionario 'insieme delle permutazioni di 8 elementi
con la probabilita uniforme, ovvero

1 1

2. Essendo la probabilita quella uniforme, per determinare la probabilita di un evento
utilizziamo la formula “casi favorevoli su casi possibili”. Definiamo

F = “individul biondi e castani si siedono in maniera alternata’.

Per determinare la cardinalita di /' usiamo il principio delle scelte successive:

e scelta delle configurazioni alternate: 2 possibilita (biondo-castano-biondo-castano-
biondo-castano-biondo-castano e castano-biondo-castano-biondo-castano-biondo-
castano-biondo);

e scelta dei modi in cui i 4 individui biondi possono sedersi in 4 posti: 4!

possibilita;
e scelta dei modi in cui i 4 individui castani possono sedersi in 4 posti: 4!
possibilita.
Quindi otteniamo
|F| =2 x 4! x 4!
e percio
|F|  2x4lx4l 1
PF)=—=—— = — =~ 0.03.
(F) |2 8! 35



3. Procediamo come sopra. Poniamo

G = “partendo da prua, i primi 4 individui sono biondi,

e Giovanni (biondo) ¢ seduto vicino ad Anna (castana)”.

Per determinare la cardinalita di G usiamo il principio delle scelte successive:
e scelta delle configurazioni: 1 possibilita (biondo-biondo-biondo-biondo-castano-
castano-castano-castano);
e scelta dei modi in cui 3 individui biondi (tutti tranne Giovanni) possono sedersi
nei primi 3 posti: 3! possibilita;
e scelta dei modi in cui 3 individui castani (tutti tranne Anna) possono sedersi

in 3 posti: 3! possibilita.

Quindi otteniamo

|G| = 3!'x 3!
e percio . 2l 3 '
I'x 3!
P(F) = H =&~ 1120 ~ 0.00089.
4. Procediamo come sopra. Poniamo
H = “individui biondi e castani si siedono in maniera alternata,

e Giovanni e seduto vicino ad Anna”.

Per determinare la cardinalita di H usiamo il principio delle scelte successive:

e scelta delle configurazioni alternate: 2 possibilita (biondo-castano-biondo-castano-
biondo-castano-biondo-castano e castano-biondo-castano-biondo-castano-biondo-
castano-biondo);

e scelta dei modi in cui Giovanni e Anna possono sedersi vicini: 7 possibi-
lita (primo-secondo, secondo-terzo, terzo-quarto, quarto-quinto, quinto-sesto,
sesto-settimo, settimo-ottavo);

e scelta dei modi in cui i 3 individui castani possono sedersi in 3 posti: 3!
possibilita.

e scelta dei modi in cui i 3 individui biondi possono sedersi in 3 posti: 3!
possibilita.

Quindi otteniamo
|H| =2 x7x3lx3!

e percio
|H] 2x7x3'x3 1
P(H)=— = = — =10.0125.
(H) | 8! 80




EsSERrciIzio 3

Sia N la variabile aleatoria che conta il numero di studenti che si iscriveranno alla laurea
in Informatica nell’anno accademico 2023/2024, e sia X quella che conta il numero di
studenti che superera 'esame di “Probabilita e statistica” nello stesso anno accademico.
Si assuma che N abbia distribuzione di Poisson di parametro A\ = 10, e che ogni
studente iscritto abbia probabilita p = 0.8 di superare I’esame, indipendentemente dal
numero di studenti iscritti e dall’esito dei suoi colleghi.
Si determini:

1) P(N > 2);

2) se N e X sono o no indipendenti, motivando la risposta;
3) P(N =10,X = 6);

4)

E[X].

SOLUZIONE

1. Per complementarita e utilizzando N ~ Poisson(10), otteniamo
P(N>2)=1-P(N=0)-—P(N=1)—-P(N =2)
10
=1-e"—e110- 6*107 ~ 0.997.
3. Condizionatamente al fatto che si sono iscritti 10 studenti, il numero degli studenti
che supera ’esame ¢ una variabile aleatoria con distribuzione binomiale di parametri

n = 10 e p = 0.8, in quanto puo essere vista come il numero di successi di prove
indipendenti ognuna con probabilita p di successo. Quindi

P(X = 6|N = 10) = (160)0.86(1 —0.8)%

Per la proprieta della catena otteniamo
P(N =10,X =6) =P(X =6|N = 10)P(N = 10)

10 100
= 0.8%(1 — 0.8)* 1"—— ~ 0.011.
( 6 ) ( Jle 100

2. N e X non sono indipendenti. Un modo di vederlo ¢ il seguente. Dal punto
precedente otteniamo che P(X = 6) > P(N = 10,X = 6) > 0. Inoltre vale
anche P(N = 1) > 0. Quindi P(X = 6) x P(N = 1) > 0. Pero vale anche
P(N =3,X =6) =0, e quindi

P(X =6) x P(N =1) #P(N =3,X =6).



4. Ragionando come nel punto 3 si ottiene
P(N =n,X =z) = (”) 0.8%(1 — 0.8)" “py(n)
x

perognin =0,1,---, eogni x =0,---,n. Percio si ottiene

E[X] = i zn: x (Z) 0.87(1 — 0.8)"“pn(n)

n=0 =0
n

= gm(n) Zx<Z)O.8m(1 —0.8)"®

=0

Vv
valore atteso distribuzione binomiale

= > pn(n)0.8n = 0.8 x 10 =8.
n=0

0.8 valore atteso distribuzione di Poisson



EsSERrciIzIiO 4

Si consideri la variabile aleatoria X con funzione di ripartizione

0, r < —1,

Fxlw) = 1—e @t o> 1.

Determinare

1) E[X +1];

3

)

2) cov(X, X +1);
) la funzione di ripartizione di Y := X + 1;
)

4) una funzione g : R — R tale che g(Y') ~ Unifj ).

SOLUZIONE
1. La densita di probabilita di X e
0, r < —1,
€T =
AR PEC

e quindi
E[X + 1] = E[X] +E[1] = / ze”@dr 41 = 1.

J-1

J/

-~

=0

2. Per le proprieta della covarianza abbiamo

cov(X, X + 1) = var(X) = E[X?] — E[X]* = / e @ty = 1.

=1

3. La v.a. Y risulta di distribuzione esponenziale di parametro 1. Infatti,

Fy(z)=P(Y <2)=P(X +1<z)=P(X <z —1)

0, x <0,

= Pz —1) = l—e™ x>0



4. Notiamo intanto che g de Deve valere che per z € [0, 1] vale
FQ(Y)(CB) = FUnif[o,u(x) =T.

D’altra parte, abbiamo

Le due sopra danno

e quindi g = Fy.



