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EsErcizio 1

Un sacchetto contiene 8 coccodrilli gommosi cosi suddivisi: 2 verdi, 2 gialli e 4 rossi. 3
bambini scelgono una caramella a testa e la mangiano, a turno, in maniera completamente
casuale. Si considerino gli eventi:

)
2)
)
)

A = “tuttii coccodrilli gialli rimangono nel sacchetto”,
B = “tuttii coccodrilli gialli vengono mangiati”,
C = 4l primo e 'ultimo bambino mangiano un coccodrillo verde”.

1) Si calcoli P(A).
Si calcoli P(B).
3) Si caleoli P(C)

4) Due bambini vogliono entrambi mangiare un coccodrillo rosso e litigano perché en-
trambi vogliono pescare per primi. E ragionevole?

SOLUZIONE
. Introduciamo gli eventi
G; = “l'i-esimo bambino mangia un coccodrillo giallo”,
R; = “l'i-esimo bambino mangia un coccodrillo rosso”,
V; = “l"i-esimo bambino mangia un coccodrillo verde”’.

per i = 1,2, 3. Allora
A=GING5NGE

e quindi, per la formula della catena, abbiamo

P(A) = P(GY) x P(G5|GT) x P(G5|GT N G3) =
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. Possiamo scrivere B come un’unione di insiemi disgiunti corrispondenti a diverse

traiettorie dell’albero, ovvero:

B=(GiNG:NG)U(GINGESNG3)U(GING2NGy),



Quindi vale
P(B)=P(Gi NGy NGS) +P(G1 NG5NGs) +P(Gf N G2 N Gs)

(Gl) X P(G2|G1) X P(GglGl N GQ)

=P
+P(Gy) x P(GS|Gh) x P(G5|Gy N GS)
FP(GS) x P(G5|GS) x P(G3|GS N Ga)
—_X1X1+2X§X1+§X2X1:i.
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Dato che ci sono solo 2 coccodrilli verdi, possiamo scrivere C' come

C=VinVinV,

e quindi

4.
4 1
P — -z
(B)=35=3%
P(Ry) = P(Ry N Ry) +P(R{ N Ry) = P(Ry) x P(Ry|Ry) + P(R]) x P(Ry|RY)
—4><3+4 4_4<3+4>_4_1
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P(R;) =P(RiNRyNR3) +P(R{N Ry N R3) +P(Ry N RSN R3) +P(R{ N RSN R3)
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In conclusione, non ha senso litigare per chi pesca per primo.
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ESERciIZIO 2

Una sequenza di DNA si puo rappresentare con una successione ordinata di lettere, “A, C,
G, T”, corrispondenti alle 4 basi costituenti. Supponendo che una sequenza di 10 lettere
(corrispondente a un giro di elica) si formi scegliendo in maniera casuale e indipendente
ogni suo elemento, si determini:

1.

2
3

—_

[\]

uno spazio di probabilita (€2, [P) che descriva l'esperimento aleatorio;
la probabilita che la sequenza contenga la base G;
la probabilita che la sequenza contenga esattamente 4 basi A;

la probabilita che la sequenza contenga solo le basi A e C in egual numero.

SOLUZIONE

Si puo prendere come spazio campionario 'insieme delle disposizioni con ripetizioni

e come probabilita quella uniforme, ovvero
1
Q= DR4’10, P(W) = E Yw € Q.
Essendo la probabilita quella uniforme, per determinare la probabilita di un evento
utilizziamo la formula “casi favorevoli su casi possibili”. Definiamo

F' = “la sequenza contiene la base G”.

Siccome [ puo essere identificato con le disposizioni con ripetizione DRg 19, la cui
cardinalitd ¢ [DRg 10| = 3'°, otteniamo

310
P(F)=1-P(F°)=1- 10
Consideriamo la famiglia di eventi
FE; = “li-esimo elemento della sequenza e una base A”, 1=1,---,10,

e la variabile aleatoria X definita da

10
X=> 1.
=1

Siamo interessati a calcolare la probabilita dell’evento {X = 4}. Dato che gli eventi
E; sono indipendenti e hanno tutti probabilita 1, abbiamo X ~ B(10,1/4), e quindi

10 /1\4/3\6
roc=a- (1)()CY
4 )\4/) \4
Dobbiamo contare le sequenze che contengono 5 basi A e 5 basi C. Queste corrispon-
dono al numero delle possibili scelte delle posizioni delle 5 basi A tra le 10 posizioni
totali, ovvero (10). Percio, di nuovo utilizzando la formula “casi favorevoli su casi

5
possibili”, la probabilita in questione e



EsERcCIZIO 3
Si considerino due variabili aleatorie discrete indipendenti X, Y, entrambe con supporto
S ={-1,0,1} e tali che:
E[X]=0=E[Y], wvar(X)=1, var(Y) =1/2.
1) Determinare le leggi congiunte e marginali di X e Y, ovvero

pxy (@, y), px (), py (v), Vz,y € S ={-1,0,1}.

2) Calcolare E[(4X + 1)(Y — 3)].
3) Calcolare P(X +Y > 0).

4) Siano U = max(X,Y) e V = | XY|. Calcolare le leggi congiunte e marginali di U e V.

SOLUZIONE

1. Dalle condizioni sulla media di X e Y otteniamo direttamente
px(1) = px(—1), py(1) = py(-1),
mentre da quelle sulla varianza otteniamo
px(1) +px(—1) =1, py (1) + py(—=1) =1/2,
da cui seguono
px(1) =px(-1)=1/2, py(1) =py(-1)=1/4

e quindi anche

px(0) =0,  py(0)=1/2.
La legge congiunta si ottiene sfruttando l'indipendenza e quindi utilizzando il fatto
che pxvy(i,7) = px(i)py(j). Per riassumere:

X YIi-1]10]1]px
1 1 1 1
—1 5 1|8 3
0 0 010 0
11| 1] 1
8 4 8 2
py T |z]1]1

2. Per l'indipendenza di X,Y e per la linearita del valore atteso otteniamo
E[(4X+1)(Y=3)] = E[4X+1)E[(Y —3)] = 4E[(X]+1)(E[Y]—-3) = 1(-3) = —3.

4



3. Abbiamo

{(X+Y >0} ={(X,Y)= (0D} u{(X,Y) = (1,0)} U{(X,Y) = (1, 1)},

e quindi
1 1 3
PX+Y >0) = p(va)(O, 1) +p(X?y)(1,0) —l—p(Xy)(l, 1) = 1 + 3 = 3
4. Vale
Sy ={-1,0,1}, Sy = {0, 1}.
Abbiamo
{(Uv V) = (_170)} = (Z)a
{(U’ V) - (_1’ 1>} - {(X7 Y) - (_17 _1)}7
{(U,V)=1(0,0} ={(X,Y) = (-1,0)} U{(X,Y) = (0,-1)} U{(X,Y) = (0,0)},
{(U’ V) = (07 1)} = Q)a
{(U’ V) - (1’0)} - {(X7 Y) - (1’0)} U {(X’ Y) - (Oa 1)}7
{(UV)=1L1D}={(X,Y)= (1,1} U{(X,Y)= (-1, D} u{(X,Y)=(1,-D}
Quindi, dalla legge di (X,Y") otteniamo
U VIio|1|py
EROnE
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EsSERrciIzIiO 4

Si consideri la funzione definita da

0, T <1,

F —
x(@) l—c/x, z>1.

1) Determinare i valori ammissibili per ¢ € R affinché Fx sia la funzione di ripartizione
di una variabile aleatoria X.

2) Determinare il valore di ¢ per cui X e una variabile aleatoria continua e determinarne
la sua densita fx.

3) Calcolare P(X > 1) e P(|X| > 2).

4) Sia Y la variabile aleatoria continua Y = |X — 2|. Calcolare E[Y].

SOLUZIONE

1. I limiti
lim Fx(z) =0, lim Fx(z)=1 (0.1)

T——00 r——+00
sono verificati per ogni valore di ¢ € R. Lo stesso e vero per la continuita da destra.
Controlliamo che Fx(z) € [0, 1] per ogni x € R. Questo & vero se e solo se ¢/x € [0, 1]
per ogni & > 1, che & verificata se e solo se ¢ € [0, 1]. Inoltre, per tali valori di ¢, Fx
risulta monotona non decrescente, e quindi Fx € una funzione di ripartizione.

2. Affinché X sia continua, Fx(z) deve essere continua per ogni x in R. Nel nostro
caso, questo ¢ vero se Fx € continua in 1. Questo ¢ equivalente a Fx(1) = 0, che
¢ verificata se e solo se ¢ = 1. La densita si ottiene facendo la derivata di F'x dove
essa ¢ derivabile e assegnando un valore arbitrario dove non e:

0, r <1,

fx(x) = )

c/x®, x>1.

3. La prima ¢ data da

P(X>1)=1-P(X <1)=1- lim Fy(z) = 1.

rz—1—

Per la seconda abbiamo

P(IX|>2) = P(X < —2)+P(X >2) = P(X > 2) = 1-Fy(2) = 1—(1—¢/2) = ¢/2.



4. Affinché Y sia continua lo deve essere anche X, percio poniamo ¢ = 1. Otteniamo
quindi

400 2 400
BY = [ le—2ix@ie= [ @-ofs@dnt [ @- 2

o —0o0

2 +oo
2 — —2
:/ zmdxjt/ z S—dx
1 T 2 z

2 e’}
= [— 27! — lnx} + [lna:—{— 2:1:_1} = +00.
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