ALMA MATER STUDIORUM
UNIVERSITA DI BOLOGNA

UNIVERSITA DI BOLOGNA - SCUOLA DI SCIENZE

ESAME SCRITTO DI CALCOLO DELLE PROBABILITA E STATISTICA
14 SETTEMBRE 2022

EsERrcizIO 1

Sianon € N, E={1,2,...,n} e
Pn:{(xl,...,mn):xiGE, con r; # x; sei;«éj}

I'insieme delle permutazioni dei numeri naturali 1,2, ..., n. Una permutazione (x1, ..., x,)
ha i € F come punto fisso se x; = i. Sia

A; = “la permutazione ha come punto fisso 7”.

Consideriamo un’urna contenente n palline numerate da 1 a n, da cui si effettuano n
estrazioni senza reimmissione.

1) Qual & la probabilita che 1'i-esima pallina estratta sia la numero 77

2) Qual & la probabilita che 1’i-esima pallina estratta sia la numero 7 e la j-esima estratta
sia la numero j, con i # j7 Gli eventi “I’-esima pallina estratta e la numero i” e “la
j-esima pallina estratta e la numero j”, con @ # j, sono indipendenti?



SOLUZIONE

1) Viene chiesta la probabilita P(4;). Scegliendo come spazio campionario €2 = P,,, resta
da calcolare la cardinalita di A;. Notiamo che una permutazione con 7 come punto
fisso equivale ad una permutazione dei restanti n — 1 elementi. Quindi |A;| = (n—1)!,
dunque

2) Viene chiesta la probabilita P(A; N A;). Procedendo come nel punto precedente si
deduce che |4; N A;| = (n — 2)!, quindi

Panay) = B2 o 2~ BUAR(A)

Percio A; e Aj non sono indipendenti.



ESERCIZIO 2

Siano X ed Y due variabili aleatorie discrete con densita discreta congiunta e densita
marginali date da
X Y 0 2 4 6 Px
02101]02] 0 |05
0.1 0 [01]02]04
0 |01] 0 0 |0.1
Dy 031020302 1

| Ww| O

1) X e Y sono indipendenti?

2) Quanto valgono P(X <Y) e P(XY >0)?

3) Calcolare E[XY] e Cov(X,Y).

Sia ora Z la variabile aleatoria discreta data da Z = XY

4) Determinare la densita discreta di Z.



SOLUZIONE

1) No, infatti ad esempio p(x,y)(0,0) # px(0) py (0).
2)
P(X <Y) = pxy)(0,2) + pxy)(0,4) + px,y)(0,6) + pxy)(3,4) + px,v)(3,6) = 0.6,

P(XY > 0) = p(X’y)<3, 2) + p(ny)(3, 4) +p(x,y)(3, 6)
+ p(X,y)('?, 2) + p(x7y)(7, 4) + p(xyy)(’?, 6) = 0.4.

3)
E[X] = 0-05+3-044+7-01 = 1.9,
E[Y] = 0-03+2-0244-03+6-02 = 2.8,
EXY] = > ijpuy(i,j)
1=0,3,7
§=0,2,4,6
= 3-4-pxy)(3,4) +3-6-pxv)(3,6) +7-2-pxy)(7,2) = 6.2,
Cov(X,Y) = E[XY]—E[X]E[Y] = 0.88.
4)




ESERciIZIO 3

Supponiamo che X abbia legge esponenziale di parametro 2, ovvero X e una variabile
aleatoria continua con densita

@) = {0, z <0,

2e727, x> 0.

Sia inoltre

C l+e2X

1) Qual e la funzione di ripartizione di X ?

2) Calcolare E[Z].

4

)
)

3) Mostrare che P(Z <1/2)=0eP(Z <1)=1.
) Determinare la funzione di ripartizione di Z.



SOLUZIONE

1 too e

= [l (14 = log2.

3) Notiamo che la funzione x — 1/(1+e72%), per x > 0, & sempre positiva e prende valori
nell’intervallo [1/2,1). Deduciamo quindi che P(Z <1/2) =0eP(Z <1)=1.

4) Dal punto precedente, sappiamo che Fz(1/2) = 0 ed Fz(1) = 1. Dalla monotonia della
funzione di ripartizione, segue che

Fy(t) = 0, Vi<, Fy(t) = 1, Vt>1.

DN | —

Sia ora t € (1/2,1), allora

Fy(t) = P(ﬁgt) = IP’(e_QXZ%—l) = IP’(—QXZlog (%—1))
~p(xe -t (1o1)
~me( - e (1))

Quindi
0, t<1/2, 0, t<1/2,
Fz(t) = {1—es-D 1/2<t<1, =21 1/2<t<1,
1, t>1, 1, t>1.



ESERcCIZIO 4

Consideriamo quattro palline e due urne, A e B. All'inizio si inseriscono tre palline
nell’'urna A e una pallina nell'urna B. Dopodiché si sceglie una pallina a caso, la si toglie
dalla sua urna e la si inserisce nell’altra. Sia

X, = “numero di palline presenti nell’'urna A dopo I'n-esimo scambio”, Vn>1,

e sia Xy = 3. La successione di variabili aleatorie (X,,),>0 ¢ una catena di Markov a
tempo discreto.

1) Determinare spazio degli stati e matrice di transizione e disegnare il corrispondente
grafo orientato.

2) Quali sono le classi comunicanti?
3) Calcolare 7\%.

4) Trovare l'unica distribuzione invariante.



1)

2)

3)

SOLUZIONE

§=1{0,1,2,3,4},
01 0 0 O
102 00
I=1]107350 30
00 3 0 %
0 0 0 1 0
1 3/4 1/2 1/4
1/4 1/2 3/4 1
La catena di Markov e irriducibile, ovvero esiste un’unica classe comunicante che &
dunque {0,1,2,3,4}.
(3 _ 311 _ 3 _
Ty = 191 =35 = 9.375%.
~——

prob. cammino 1—+2—3—4

. . . . . . . N . —>
Ricordiamo che una distribuzione invariante ¢ un vettore riga @ = (7, mo, 73, T4, 75)
tale che

5
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w = wll e Em:l.
i=1

Queste due uguaglianze corrispondono al seguente sistema:

(7T1 = %7?2

T = 7T1+%7T3

T3 — %7?24‘%71’4

Ty = %7?'3—}—7'['5

Ty = %71‘4

(71 + T + T3+ My + 75 = 1.

Ponendo m; = x, dalla prima equazione si ottiene my = 4x. Dalla seconda equazione
si ottiene m3 = 6x. Dopodiché, dalla terza equazione si ottiene w4 = 4x. Infine,
dall’equazione 75 = 14 (0, equivalentemente, dall’equazione my = 33+ 5) otteniamo
5 = x. Per determinare I'incognita z, utilizziamo 1'ultima equazione, ottenendo

r+4x +6x +4x +x = 1.

o (L1311
- \1674°8°4716 )

Quindi z = %. Percio



