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EsERrcizIO 1

In un villaggio vivono 24 cavalieri, 51 furfanti e 75 paggi. I cavalieri dicono quasi sempre
la verita, diciamo nel 95% dei casi; i furfanti, al contrario, mentono nell’80% dei casi;
infine, i paggi dicono la verita con una probabilita del 56%. Un visitatore appena arrivato
domanda alla prima persona che incontra il nome del villaggio in cui si trova.

1) Rappresentare ’esperimento aleatorio tramite un opportuno diagramma ad albero.
2) Calcolare la probabilita che ’abitante abbia detto la verita.
3) Sapendo che 'abitante ha detto la verita, quale la probabilita che sia un paggio?

Per scrupolo, il visitatore decide di porre la stessa domanda ad un secondo abitante.
(Supponiamo, per semplicita, che il visitatore scelga a caso il secondo abitante tra tutti
gli abitanti del villaggio, esattamente nello stesso modo con cui ha scelto il primo abitante;
supponiamo inoltre che le due risposte possano essere considerate indipendenti tra loro.)

4) Qual & la probabilita che entrambi gli abitanti abbiano detto la verita?



SOLUZIONE

1) Introduciamo gli eventi:

= “l’abitante ¢ un cavaliere”,
“’'abitante e un furfante”,

= “l’abitante ¢ un paggio”,

= 9T Q
I

= “I’abitante dice la veritd”.

Il corrispondente diagramma ad albero e dato da:
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2) Per la formula delle probabilita totali e la regola della catena,

P(A) = P(ANC)+P(ANF)+P(ANP)

3) Per la formula di Bayes,

P(A|P)P(P)

P(PIA) = =55

= 56%.

P(AIC)P(C) + P(A|F) P(F) + P(A|P)P(P) = 3

1



4) Sia
B = ‘il secondo abitante dice la verita”.
Per quanto visto al punto precedente, si ha che P(B) = 1/2. Inoltre, per ipotesi

sappiamo che A e B sono eventi indipendenti. Quindi la probabilita richiesta e la
seguente:

P(ANB) = P(A)P(B) = -.



ESERCIZIO 2

Ci sono tre urne Uy, Us, U3 aventi le seguenti composizioni:
e |'urna U; contiene due palline, etichettate con i numeri naturali 1, 2;
e |'urna U, contiene quattro palline, etichettate con i numeri naturali 1, 2, 3, 4;
e 'urna Ujs contiene sei palline, etichettate con i numeri naturali 1,2, 3,4, 5, 6.

Si lancia un dado a tre facce. Sia X l'esito di tale lancio. Si estrae dunque una pallina
dall'urna numero X. Sia infine Y il numero della pallina estratta.

1) Determinare densita discreta congiunta e marginali di X e Y.

2) X e Y sono indipendenti?

)
)
3) Calcolare P(X < Y).

)

4) Sia Z =Y — X. Determinare congiunta e marginali di X e Z.



SOLUZIONE

1) La tabella della densita discreta congiunta e delle marginali & la seguente:

Y |1]2]3|4]5]6]px
Flglojojojo] 3
w2003
I I U ISR U ST
18 18 18 18 18 18 3
Py | % | 5% |3 |6 |18 |15 |

2) No, infatti ad esempio

1 11 1
pixy)(L,1) = 6 # 363 = px(1) py(1).
3)
P(X <Y) = > pxn@oy) = pey)(1,2) +pxyy(2,3) + poxy)(2,4)

+px,v)(3,4) + pxv)(3,5) + pxy)(3,6) =

4) Si ottiene la seguente tabella della congiunta (con anche le marginali):

s~Z|—2]-1]o]1]|2]3px
1 1 1
ol of[t[t]olol}
1 1 1 1 1
0 | 5 || |m|0] 3
NN N
18 18 18 18 18 18 3
1 5 11 11 5 1
Pz 5 | 36 | 36 | 36 | 36| 18| 1



ESERciIZIO 3

Sia X una variabile aleatoria continua con densita

363 <9

W Tr = 4
fx(z) = ¢ =

0, altrimenti,

con # numero reale strettamente positivo da determinarsi.

1) Trovare il valore del parametro 6 affinché fx sia effettivamente una densita.
D’ora in avanti si ponga 6 uguale al valore trovato al punto precedente.

2) Calcolare E[X].

3) Determinare la funzione di ripartizione di X.

4) Sia Y la variabile aleatoria continua data da Y = X°. Determinare la funzione di
ripartizione di Y.



SOLUZIONE

1) Deve valere che [ fx(z)dz = 1, quindi

00 +o0 3 3
fx(z)dz = / ﬁdx = i
00 2

x4 23’

da cui otteniamo # = 2. Notiamo che per tale valore di 0 la densita verifica anche la
proprieta: fx(z) >0, Vz € R.

2) Dal punto precedente sappiamo che 6 = 2, quindi

24
e z 2 27
fx(@) = ¢ ¢
0, altrimenti.
Quindi
oo oo 94
E[X] = / z fx(x)de = / x?dx = 3.
—00 2

3) Si ha che Fx(x) =0 per x < 2. Inoltre, per z > 2 vale che

v24 8
Fx(z) = /2 Edy =1-—

x3
Quindi
0, x <2,
Fx(r) = 8
1 3 X Z 2
T

4) Abbiamo che

Quindi
0, \5/5 <2, 0, r < 32,
Fy(z) = 8 = 8
1——, T > 2 1— ——, x> 32
3 v/ a3



ESERcCIZIO 4

Consideriamo un gioco in cui ci sono cinque stati possibili: 1, 2, 3, 4, 5. Ad ogni istante,
per decidere quale sara il nuovo stato si pesca una carta da un mazzo costituito da 40
carte, identificate dal seme (spade, coppe, bastoni, denari) e dal tipo (asso, 2, 3, 4, 5, 6,
7, fante, cavallo, re), e si procede in base alle seguenti regole:

e se si e nello stato 5, si resta nello stato 5; negli altri casi si vedano i punti successivi;

e se il seme della carta estratta e coppe e il tipo non e 'asso, allora ci si sposta nello
stato 4 (se ci si trova gia nello stato 4, allora si rimane in questo stato);

e se la carta estratta e ’asso di coppe, allora ci si sposta nello stato 5;

e se il seme della carta estratta e spade oppure bastoni, allora ci si sposta nello stato
1 (se ci si trova gia nello stato 1, allora si rimane in questo stato);

e se il seme della carta estratta e denari, allora si resta nello stato in cui ci si trova.

L’evoluzione del gioco puo essere descritta da una catena di Markov (X,,),>1 in cui
X, = “stato del gioco all’istante n”, n > 1.

1) Determinare spazio degli stati e matrice di transizione e disegnare il corrispondente
grafo orientato.

2) Quali sono le classi comunicanti?
3) Calcolare la probabilita di passare dallo stato 1 allo stato 5 in tre passi.

4) Calcolare P(X; =4|X; =1, X, =1).



SOLUZIONE

1) § ={1,2,3,4,5},

%004_040
31 0 & W@
I=1301% %
3 00 1 4%
0 0 0 0 1
19/40 1/40 1

2) Le classi comunicanti sono {1,4}, {2}, {3}, {5}.
3) Abbiamo che

@) 33 1 L3913
T — —_ . — e — —_ . — . — —_ . — .
15 4 4 40 4 40 40 440
N—— N—— N——
prob. cammino 1—+1—1—5  prob. cammino 1—+1—4—5  prob. cammino 1—+1—5—5
9 1 1 9 19 1 9 1
0230 T w7 a0 w!
— — ——
prob. cammino 1—-4—1—5  prob. cammino 1—-4—4—5  prob. cammino 1—-4—5—5
1 4681
—-1-1 = —— =~ 7.31%.
* 40 64000 !
——

prob. cammino 1—+5—5—5

4) Dalla proprieta di Markov abbiamo che P(X7 =4|X; =1,X, =1) = P(X; = 4| X5 =
1) = Wﬁ), quindi

9 9 19 441
10 2 1 1600

prob. cammino 1—-1—4  prob. cammino 1—4—4

P(X;=4[Xs=1,X,=1) = 7 =

=



