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FUNTIONIGONIOMETRICHÉ
"

LEE
"

:

La funzione seno :

sin : IR- IR

Non è invertibile
, poiché non

è nè su nei 1- 1
-

tuttavia se restringano il

suo codominio :

sin : IR- [-1,1 ]

e- SURIETTIVA

(ma non INIETTIVA )



/e pero

'

sostituiamo alla

funzione temo la tua

restrizione all' intero
. f- I. È } :

sin ) :[- E. E) → [-1/1]
EEE )

⇒
'in / [ ÷ , ,

è su e 1-1

⇒ è invertibile

:[- E. E) → [ 1.1 ]"" |
E) -

funzione inversa



÷
1 1

È



(in / [ ± , ;) )
"

/ y / = : arising
t

arco seno di
y

arciin :[ 1,1) - [ I / È }
y- arcsiny

Attenzione :

Il fatto che zrcrin sia l' inversa

di una restrizione del seno

ha delle Candy - ente :



V-y-ct-i.it :

sin ( arciiny / = y

tre [ - I. E) ( e non in R ! )

arcsin ( sin n ) = n

(Ezio :

n = it ( nota che te [I / I ) )
are / in ( sin it ) =

= arcsin ( o ) = O =/ it )



y = zrcti.nu

f- -

i - E



Anche la funzione coseno non

è invertibile ; consideriamo

la sua restrizione a [ 0
,
I } :

:[ 0 ,
ti / → f- 1,1 ]"" /

[ oin )

⇒
è su e 1-1cos / [ o it )

⇒ è invertibile

:[ 0
, it ) - f- 1,1 ]' ° ' /

[ più } -

funzione inversa



io.



(" / [ o.it ) )
"

/ y / = : ancor ,

t
arco coseno di

y

arcus : [ 1,1) - [ o /
ti }

Y-ZRLCOJ y

Attenere :

Il fatto che zrcco ,- sia l' inversa

di una restrizione del Loreno

ha delle Candy - ente come

prima _



V-y-ct-i.it :

Cat (arcus y ) = y

tre [ 0 , it ) ( e non in R ! )

arcus ( cos n ) = n

(Ezio :

n - ¥ ( nota che ¥# [ 0 / it ) )
arccoi ( coi ¥ ) =

= arccos (a) = È # ¥ )



y = arc cosi
×

- -
-
-
-
- -

- it

E



Anche la funzione tangente
nonèinvertibile ( non e- biunivoca )

ma lo è la tua restrizione :

:] - I , :[ → R" 4.÷ :[
⇒

è su e 1-141
i :[

⇒ è invertibile

Y / :| - ±. . :[→ K
1-± . :[ -

funzione inversa



÷
È



( arakan y )

( " b. ± , :[ ÌIYI = : arcty

t
arcotangente di

y

ante : K - II. Et

y- arctyy

Attenere :

Il fatto che zrct
,

sia l' inversa

di una restrizione della tangente
ha delle Candy - ente !



V-yc.IR :

b- ( arcty e) = y

tre ) - E. It ( e non i. R ! )

arct,- ( b- a) = n



Grafico di
y
= arct n

(= dorctan n )

E.

i
_ È



INTRODVtlONEAL-AN-ONED-MTE-ip.IT
.

: ( Intorno sferico di

un punto no EIR di raggio r )

no C- IR
,

REIR : r > o

si dice intorno / sferico ) di

centro no e raggio r :

Irln . / = { KEIR / In - n . / < r }
" I( Brine ) ) Ro - r < se < no -1k

- -TÈ . .

In /no / = ] × . - t , ✗ • + rt



Età :

I
, / 1) = { ne IR / In -4<2 }

= { ne IR / - I - no } }

= ] -1 , } [

- 1

- -FÉ .
. .

Nota : Un intervallo della

forma ] a) BI , ] -00 / ali ,

Jb , -1 [ si dice intervallo

aperto _



LEI . : ( Punto di accumulazione

di un insieme A)

1- E IR

d- E IR si dice punto di

accumulazione di A te :

tfr > 0 :

an /Irlrt ) ' { si } ) / ¢
En En [

2 Etr

a

A

1) (A) = { IERI è ì di accumulazione

va A }
È "

è si dice punto di

accumulazionedi A se ci si

può avvicinare arbitrariamente

a sì
,
rimanendo in A !



Ehi :

• 5 è di accumulazione

per
1- = / 1,6 ]

5

- -→ - - -

✗

1 6

• 6 è di accumulazione

per
1- =] 1,6 ]

- .# . . .

1 6

• 1 è di accumulazione

per
1- =] 1,6 ]
✗

- -→ - - -

1 6



• 1- = { 1 } v [ 3,6 ]

1 NON è di accumulazione

per A
.

3 6
1

-
-→ - -

✗

• 1- = Rito } ( DEA )

o è di accumulazione per A

0

- --0-- -

✗



Ehi :

• 5 è di accumulazione

per
1- = / 1,6 ]

5

- -→ - - -

1 6

DIA / = [ 1,6 ] (Nek : 1- EDHI )

• 6 è di accumulazione

per
1- = [ 1 , 6) v { 7 }

- -→÷ .

1 6

DAI -- fini ) ( Nora :D /A) § A)



IRÉNE :

1- E IR ,
a- c- IR

à e di accumulazione per A

te e solo re

3- ( an ) . = A Kc
.

:

① 2nF E tu

② ha÷
E



• 1- = { ! I nt IN
"

}
I 1 ! I

- - _ .

I 1

5 3-

DIA / = ? ( 1in 1

"→ tuo a-
=
0 )

•

-
-

ÈÈ
- - .

☐ IN / = ?



• 1- =L ! I nt IN
"

}

0 ! ! ! i

- - - -

T }

DIA / = Io }

•

-
-

ÈÈ
- - .

DIN ) = 4



Prima di introdurre la nozione

di limite Iim finte ,
discutiamo

d-> ho

un esempio ,

1 : DIA )- IR

1- In / = NÈ
K - 2

DIA = Riti }

2 è un punto di accumulazione

di PIL ) .



K

""
15

2 -1% = 41 8,61

2-1%-0=2,01 8,0601

2 -11¥ = 2,001 8,006001

2
# già = 1,0001 8,00006



2- 1=1 3

2- fa = 1,9 7,41

2- % = 1,99 7,9401

2- 1- = 1,999 7,994001
1000

2- aol.jo = 1,9999 7,99940001

2-È, -1,99999 | 7,99994 .
.
.



"

sembra
"

fini÷ '
8

Attenzione : 2¢ DIA



DEF
. ( limite finire ai finito )

f : A - IR

ro E DIA ) , le IR

ti dice che / in fin ) =L se

nn ho

V. { > 0
,
] f- Stro , { ) > 0 : tre -1 :O - In - notte

1
⇒ / fin ) - l / < E retro)

t -

Ka - finché /

l - { < f- ( n ) < li E



Iim fini = l
n→ no

V. E > o
y

3- I > o :

( + { W

1-
' fin )

oe.)
÷È,



Esempio :

> 1in è = O

[
→ o

V. E > 0
,
7 / =L (qo ) > 0 : Krell : Kin - o / < I

⇒ là -0 / < E

/ DA PROVARE )



Esempio : k¥0
,
- Knef

I
> 1in è = 0

O< lnks
senso

È[ V. E > o
,

3- f- I /qc ) > 0 : V-nekik.ro/ < I

⇒ là -0 / < E

VI

lùl

÷
i.
I

rioni ⇒ -④ nate

le scegliamo f = t allora :

-Tirar ⇒ n' < {



^

EÈ : i

Iim
✗→ o

^ = O
>

( scegliere f : = { ) i

^

\
.

'

linn
•→ o

IN = 0
>



> E
Età :

2-g

'

2 -1J

k¥+2

tim è = 4 2- I < R < 2+1

[
sur

À
> ti > O IL > 0 : tre R : 0 < In -2 / < I

⇒ | è - 4- I < E

I
- E < si - L

,
< {

I
4- [ < è < 4 -1C

si' > 4- E{ è < 4h



si' > 4 - E[ < < + , { " <
-E un >a

- TE < n < te

l#-TÈ TÈ

Quindi / è -41 < E se e solo te :

- TÈ < no - te ✓ TÉ<n<F
1
contiene 2

- -# - - -

Ei È.is te



te scegliamo : TÉ<n<T
I
conti e ne 2

- . . _ .

t.ci#+sT+e

V

| è - 41 < E



ti dimostrerai in seguito
che te

plnl = È dj -
di /polinomio di

j=o

grado n )

allora :

Iim
a. à

Plat = plà )

E- :

1in
nn ,

( è - n -11 ) = 11

tim
non

è
= (1)

'

= -8



O

Li: fini = o ⇐ ! Hai / = o

/
ti > o

,
71 > o : the DH ) :

" """ " ⇒ """ " '|"H1N1
✓

Viso : 71 > o : the DI /A) =D / Il
0 < In -Elst ⇒ I / finito / < {

"

Html /
"

sono uguali ! ! HIHI



1in
n

nn _ ,

}

= ( il
>

= -8

1in
~. _ ,

/ " I = / fu
>

1=8



TEOREMA ( di permanenza del regno ) :

: A - IR
,

àe DIA )

1in fin , = le IR
,
l > o / lco )

R-> E

Allora :

3- I > o : tata
,

te - I < a < è -11
,
si # E

✗]
e

ti
si -1 EH

⇒ fini > 0 ( Anteo )

DI :

Esercizio ( tagliere { = µ )



TEOREMA / del confronto ) :

f. g- , h : A- IR

Ko E DIA )

supponiamo che :

1in g- IN = Lire
.

hln ) = le R
se→ ✗o

3- S > 0 :

g- IN ⇐ fine hln ) , V-neftntsln.fi / no}
Allora :

Iim fini = l
n -> ✗

o



g- IN ⇐ fine hlnl ] I÷ "

✗
•
+ J

K-sto K→ ×.

V v

l l

f- (n ) > e



Per Iim
n→à
Il " ) vale l' algebra

dei limiti già vista per

le successioni :

• 1in
← ✗ In ± g- tu / = him /Inkling.in,

nasi n- è

• 1in
a. (fini In / = him fin) . / in

a-in ← è Y
/n )

• 1in AI =tintinnare
g- lui Iimyoln )

(finito se n - ri )

( l'
ing.im -1-0 )

n-in



Prop
.

:

"
÷ ' in n = 0 (=/ in 0 )

1in corre = 1 ( = coro )R-io

DIM
.
:

1
.

p tre / < Ifrit
4

"

il

0 - n " A 2µg )
2 / PÀ /

p
' ⇒

/ pit / < / FÀ /

Ostium < tal



0 E I / in rt < IN

/ n -io fino
Ò 0

Dal teorema del confronto :

1in
mio

/ Jinn / = O

I
1in
naso

/ in K = O

la lezione tua t.rs

cost = car (2. (f) = 1- 2- in' (f)
⇒ 1 - cost = 1 sin' (E)



tinti ) / < ¥1
I

sin' (E) < È
2in
'

/E / < i. È = !

Of 1 - cost =L sin' (f) < ¥
§ It»

0

Dal teorema del confronto :

line (1- corti / = O
no

⇒ tim cost = 1
1-→ o



TEOREMA :

sin n
in = 1

R -so R

DI M .
:

- ssvmiamo per iniziare :

o < a < È
• ( ( 1. tgr)

(corn , / Inn)

1 !

I
o

1K
.

H B ( 1,0)



• ( ( 1. tgr)
(cosa , / Inn)

1 A

i
g)

K

.

H B ( 1,0)

si mostra che

Att E IÀB / E BT

i[ "

sii pronto
" Ì

da provare via la
geometria

Jinn E R E tu euclidea



1 ±
"

E
1 ( 0in - E)

sin k cos k

so
> o

Passando ai reciproci :

sinn
1 =
_ = carne (an - ÷ )

liceo me sin n è una funzione
dispari e corn è pari :

sin 1- n)
=

- sin ( n)

→ =È)- n k

cos (- n ) = Los n

Quindi la relazione sopra
✓

vale anche per n negativo :

- < n < o



1 =
sin n

n

= corn (0<14 - I /

Passando ai reciproci :

1 = Sinn = carri

/ mio1
V

1 1

Dal teorema del confronto :

1in III = 1
n -io



Dal limite timing = 1
n -10

seguira
'

che le funzioni

goniometri che dirette e inverse

sono continue e derivabili !



1in
. IIII =

1

a) o

Interpretazione geometrica :

- P

i
) K ,

1-n

P
'

-

PÌ
= liinn IPÌ ' / = In

n -io li- in n - la



>ROBLEMA : Come si calcola

l'
area del cerchio ?

il cerchio di raggio r

In poligono regolare inscritto

di n lati inscritto nel cerchio

d- (e) = 1in. d- ( sul
n -> tuo

p

2rad



A
,

o

. - +
È _

• Ha

A
,

a = E- > È =
T

T

OHI = Ott . cor E = r . a- (E)

AI = OAT . sin ±
,

= n
.
sin (E)

A / OÀIA
, / = 2 . A / OÌ , Ha ) =
= Atta . OHI =

= r
'

. sin (E) . coi (E)



A / In / = n . A / otiti ) =

= n . r

'
. sin ) . cosi

1in
un> io.

A / sul = ?

A. (1) = r
'

. i¥±Ì . a- (E) =

= r? it .

sinlI-L.co
,
- (E)

÷

h → + oo 4 -1 tuo

h → tuo

1

F- → o
1 1

A / E) = 1in A / 1) = it - r

'

n → tuo



tizio :

1- lo t R
IIim

_ = .

suo è

1 - cot n 1 - cos' n
=

.

1-
si è 1 -1 Cosi R

= finii . 1-
It COT R

✓
v

1 1-
=
I

1+1 2

Quindi :

Iim 1 - lat R

ma I
= {



Un tenendo limite notevole è :

LI: anzi =
Ina

( tenta dimostrazione )

( oca
,

a # I )

( lato particolare : 2 = e )

1in e" = I. e = 1
mio 2



LIMITE INFINITO

AL FINITO :

Esempio :

fini =
1

è-6rad

DIA = IR ' li }

3 è di accumulazione

per R' Is }



1 1
k k

E- tanto E- tanto
-

3+1 100 3- I 100
10 Io

3+1 10.000 3. L 10.000
100 100

↳ È l' 000.000 3. 1- l' 000
-

Ooo

[000
1

,

'

,

l

'

,

Idea :

• → 3 ⇒ fini - + oro



Ifini =
è - in -1 '



DEF . : f : A IR
, x. e DIA )

si dice che ftp.fln/=toofoo)

te :

V-me.IR
,

3- festa
. ,
M ) > o i

tre A : 0 ' In - notes

⇒ fini > M Hinton )

In tal con la retta se > no ti

dice ASINTOTO VERTICALE .



Iim fini = +00

Uh No

✓ Me IR : Isso :

×
.
- I # + I

>



Iim fini = - 00

Uh no

✓ MEIR : Isso :

Xotf

È.

M -{ lui

!



1Iim
= + 00

n → 3 si -6×+9

K =3 asintoto verticale



Dimostriamo che

1in 1
= +00

n → 3 si -6×+9

1
Re }

- s M
ri- gres

" ⇒ f- D' < I
1

M

( n - 3)
'

⇒ - ¥ e si -3 . ¥ 4¥31

⇐ 3
- È < ne 3 + Imp (RFI )

I =L
rm



Esercizio :

✓ o rare che :

11in
-- = + 00

a-i 1 si

'

- Intl

1Iim
= - io

x -i 2 In - è-4



ii.÷ un =/!!
"

→ ←



X

lim si = 1

Uno
n



LIMITE DESTRO E JINITTRO :

tempio :

f- IN = se -4
= { 1 te r > 4

In - 4. I -1 te * < 4

Difterite }

×

4
i fini- 1

4
' fini s -1



Talvolta è necessario distinguere
come ci si avvicina a 4 -

DEF
. ( limite destro

,
sinistro ; caro finito)

f : A- K
,

K
. punto di accumulazione di A

letti

LI:[ f- Intel ⇐ Vero
,
I. ftp..si» :

( limite dettero )
teta : no - non.at

⇒ Iflni - elce

III. f- Intel ⇐ Vero
,
3- ftp..si» :

Fata : no - for - no
( limite sinistro )

⇒ Ifin ) - elce



Neh '
e tempio precedente :

1in " - 4
=

- 1
un 4- In -41

'÷ . ÷: -{✓

✓



DEF
. ( limite destro

,
sinistro ; caro infinito )

f : A- IR
,

K
. punto di accumulazione di A

III.+ finte -100 # VM
,
3- f- tlno , M ) > o :

Fao ) Iaea : Rocker. -11

X I

×
.

non ⇒ fini > M ( finta M )

III. flnletoo # VM ,
3- feltro , M ) > 0 :

C- oo) fata : ro - forano
> × ⇒ fini > M ( finta M )K
.

- S

Kok
> Ro ti dice ASINTOTO VERTICALE



tiro : y - ba

Re
-

E
neI

2
2

÷ ! §
I b- * = -100 ! In =

- io

ti:[ - pret
. h tre - a




