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TEOREMA :

sia n E IN : n non è un

quadrato perfetto

Allora :

te Q

DI : ( esercizio impegnativo ! )
( vedi pagina successiva )

Quindi la radice di un

K . Il

numero naturale è quasi ,

siempre un numero NON in
-



DI:

È utile il seguente lemma

preliminare :

LEMMA : / i > no m
, n ,

l c- IN

tali che : M
.

C. D. (m , 1) =L
Allora :

Je l divide m.ir

> l divide n

Prova : / e l divide m -

n , allora

tutti i fattori di l sono anche

fattori di Min
-

Tuttavia
,

M
. C. D. ( Mil ) =L =)

=) l e nn nè hanno fattori

in comune

Quindi tutti i fattori di l



devono essere fattori di n
,

cioè :

e divide n

FINE PROVA DEL LEMMA

torniamo alla prova del teorema

precedente _

/vrroniam .
che :

tu c- Q

⇒ 3- p , q
c- IN :

tu = I
,

dove

M.C.be/Piq)-- 1
⇒ n -

_

È
q
'



n = I
"

i

⇒ q
'

. n =p
'

Fatto rizzi amo p e 9 :

4=9 ,
'

%
"

. _
_

•

In

p = p
,

e p ,
"

.
- .

•

Pt[ . in mani , .pt. . .

allora p e q non hanno

fattori in comune
,
cioè :

q ;
# pi tj ELI , . . .sk }

V. i c- { s , . . .

/
t}



ti ha :

q
! qiqi . . .

.

. qi
2

p = pie pi . .
. .

. È

>
y
,

e

µ
,

no , ↳

fattori in comune

⇒ M
.

C. D
. ( q
'

, p
"

) = 1

Essendo i

q
'

. n =p

'

⇒ p
'

divide
q
!)

Dal lemma : v

p
'

divide in



⇒ ] ve IN :

n =p
'

. v

sostituendo in q
'

. n =p
'

q
'

.

p
'

. ✓ = p
'

/ /

⇒

q
'

. v = 1

Essendo q
'

,
o c- IN :

Pertanto : n =p
'

. 1 =p
'

n è un quadrato perfetto !
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,
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, F , ti , te , ⑧
a
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,
te
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te
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,
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0 Q e a

Fi
,
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, NT , II , E ,
.
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Quindi la radice di un

K . Il

numero naturale è guari

siempre un numero NON in
-



-56 TI -5} - ri t t ri ta Ttt tto

ÈÈ
>

Perciò se rappresentiamo ④

sulla retta
,
ci sono infiniti

punti della retta che NON

corrispondono ad alcun numero

razionale
-



In realta
'

si puo
'

provare

che :

TEOREMA : diano p , q E IN

e M
. I. D . / p . g) = 1

Allora :

pt E 'Q ⇒ p e q sono

quadrati perfetti

EM . ( Esercizio )



:

F- ¢ ☒
. ff ¢ ☒

,

TI ¢
, TE ¢9

Lei è
" l' ambiente giusto

"

in cui lavorare
-

ANALISI MATEMATICA → procedimenti di
limite



tio :

✗
"
= + È ⇒ ✗

☒

E ①[ =L
1
, 1+7 , È + ÷ , 1¥ -1¥ ,

_ . . .

-

} Ti Tiri
i

✗2
n f- + f- = 1,4144567

1,5
Il

1,417

%
,

✗5GIÀ
E- E I E- ¥:#

"

ra
"

✗
n
- t ¢ ④



INVMERIREA-IR-I.de
a intuitiva :

"

le posizionano tutti i
'

numeri razionali sulla retta
.

e aggiungiamo a § tutti

i punti rimanenti otteniamo

un insieme numerico più

grande → i numeri reali IR
"

.

" I numeri reali sono in

corrispondenza biunivoca con

i punti della retta ( cioè
esauriscono tutti i punti della

retta )
"



"

I numeri reali non

pretendano
" " buchi

" "

( a differenza di Q )
e IR è cott un insieme

continuo
"

H

la proprietà che possiede IR

( e manca a Q ) è
la continuità

.

"

Etna :

Come si formalizzamatematicamentela proprietà di

continuità in tl ?

( Non si costruirà IR etpliciram . )



A questo punto vi sono due

approcci alternativi :

I costruzione ESPLICITA

dell' insieme dei numeri reali

a partire da Q NI

⑦ si assume l' esistenza
dell' insieme IR dei numeri

reali e si formalizza
rigorosamente la proprietà
di continuità che rate

insieme possiede ,
a differenza

di Q - si



CiR :

Per chiarire tale nozione è

recettori o un certo lavoro

preliminare , apparentemente

[ correlato dagli argomenti
precedenti .

Introduciamo alcune definizioni _



Intervalli di R :

a
,
b e IR

[a. b) = tre IR / aeneb }

Ja , b) = tutti I a- ne b }

Ia , BE { nell / lionato }

[ a , .tt = tre IRI « non b }

] - ao
, a) =. { ne IR I ns a }

[ b
, +

a [ = Int IR I nzb }

] -00 , io [ = IR

Ia , + at ⇒ tre IR / se > a }



Dee : § # AEIR

① MEIR si dice maggiorente
di A te :

Fae A : ae M

Se A ammette un maggiorente
A si dice superiormente limitato

② MEIR si dice minoranke

di A te :

Hae It : me 2

Se A ammette un minorznte

A si dice inferiormente limitato

③ te A ammette un minorate

e un mayj-iorar.be
A ti dice limitato



Esempi : 3
-È

• 1- = ] - ao , } [

4 è un nrayyi orante di A

3 " " " "

A

A è superiormente limitato

A non ammette mino rauti

• D= IN
IN non ammette maggior > nti

-7 ; -1 è un minor> nre di IN

IN è inferiormente limitato

• [ 1,1 ) è limitato

O I 2

- - -



LEI . : ¢ # A e IR

② b e A ti dice minimo di A

te fa e A : lo sa

(ti scrive be : min A)

② c e A si dice massimo di A

te fa e A : as c

( ti scrive ( = : Max A)



In:b
,
ok
,

min A

b
, /

b
,
E A

• b
,
= min A ± b

,

• { = min A = b
,

b
,
Eh
,
1 bi by ⇒ beh ,

3 A 4

→ 334 ]

4- max A

7min 1-



÷:-.
"

min ] 3 , 4 ]

3¥ ' e ] 3 , 4)

3dg < ha



OLE :

• il minimo di un insieme A

f-e esiste ) è il più grande
dei minotauri di A

• il massimo di un insieme B

( se esiste ) è il più piccolo
dei maggiorenti di 8

.

Eteri :

1
• 1- = [ 1 , } [ -È - -

min A = 1 1<-2
,
the -1

$ max A

3 è un maggior > vite di A

{
1 minorate di B

• D= 11,3 I § min B



D= ) - s , o ti v fa , il

- - - -

minorenni di D= { netti ) ne - il

maggioranti di R = Int IRI nel}

- - - -

¥ min B

¥ max B



t :

1- = { nelle / n' + In -4. <
0 }

Mostrare che A è limitato

e calcolare gli insiemi

Malate fra.IR/ne- un
maggiorente di A}

MIA ) - { ne IRI si è un

minorarle di t }

n' + In -4 EO

D= 9+16=25n
. .
=
' TÌ

- tenete

i
R'+3 n - 4=0



A =L rt IR / - 4 e si E 1 }

-
- -

-

Mpla ) = tre IR In = 1 I

matti = tutti I ne -41



1- =L ! / ne 1N
, nto }

! ' ti f- i ¥ , f , - -

O è un minor aure di A

1- > 0

O ¢ A 7min A



:

1- = { nelle / si - in + le 0 }

Calcolare gli insiemi :

My latebre.IR/ne- un
maggiorente di A}

MIA ) - { ne IRI si è un

minorarle di t }

Fare lo stesso pur :

D= tre IR / Lin -5=0}



PROPRIETÀ DI COMPLETEZZA

e-

ti 0€ A = IR :

① le A è superiormente limitato

( cioè : My /A) =/ & )

⇒ 7 min My / A) = : sup A

i
estremo superiore di A

② le A è inferiormente limitato

( cioè : Nn (A) =/ & )

⇒ Ti max MIA/ = : inf A

i
estremo inferiore di A



DI . :

se A non è superiormente
limitato

,
ti scrive :

Svp A = +00

se A non è interiormente
limitato

,
ti scrive :

inf A =
- 00



Importane :

La proprieta
'

di completezza

non vale in Q1 ed è ciò

(
che distingue IR da ⑦ !

Esempio :

1- =/ qe / q' < 2) v / qe Ipso }
i

- tag - ri

- - -

Mogli ) - Igea / ai > ti }

¥ min My. /A) in ④ { dar . che

M¢0



Esempi
-

:

A = ] - 2,5 ] . .' . . -

Mn IA ) =L neri ne -4

Malate treni nati}

inf A = -2

Svp A =
5

} min A

max a = 5 = svp A



B = f- 3
,

- If u ] 2,4 [

- - . .

Ma IB ) = tre IRI ne 4 }

MNIB ) = tre IRI ne -3 }

svp B = 4

inf B = -3 ,
=

min D= -31

¥ max B



015 .

:

-

• te esiste mai A allora

max A = Tvp a

• te esiste min A allora

min a = inf A

:

Calcolare MILA ) , Multi , inft , top A

max A
,
min A tre esistono ) di :

A- = E -2,6 ] A = [ 2,9 ]

1- = ] - oo , 5) 1- = 37, + a [

A tutti ) sia 9 } utenti I limiti }



1- = } nell' / Liz }
- ÷, }

/ dirmi 1- = ] -2 , - f) v31.2 ] )

1- =/ nell' | Lin " - sì -12 > o }
/ dire : 1- = ] - ao , -Mtv ] - ! / Itv

u It , + • [ }

Inf A = -00
, iup A = + io

A. =/ ne IR / là - In -171<7 }
tiri .ir :

a. =] o ,r[ v37 'st }
in / 1- = 0 sup 1- = 9 ☒ mina
-
_

→ ✗ A



IN - Z - Q

t t t

insiemi """""
←

( " IR si ottiene completando ④ con

i punti mancanti sulla retta
"

)

si prova che IR non è nume =

rabin :

µ / < IRI

( la cardinalità di IN è minore

di quella di IR )
IR è un infinito d' ordine

superiore rispetto ad IN



Per provare che IR non
è

numerabile
,
sara
'

sufficiente

mostrare che i

[ 0,1 [ non è numerabile

cioè
,

} una funzione biunivoca

=p : IN - IR

II. ( per assurdo )

Supponiamo per aitvrdo che

esista :

1 : IN tutti

quindi :

finte fonti



# (a) = 0
, boa boa bar ho

] bol
,
boy - -

-

1111 = 0
, bio be , bar be

, ba
,
bar -

.
. -

f/2 ) = 0
, bio bar bar ba , ba , 45 -

-
i -

fli ) = 0
, bgo bss bar bs , } , ↳ 5 -

-
i -

FIGI = 0
, beo b
, bar { , { , 4,5 -

-
i -

- n
- = n n -

- - -

-
-

-

fln ) =
0
, bno bn , bnr bn , bn, the -

-
i -



Mostriamo che esiste un

numero reale LE [ 0,1 [ V. c. :

fini # a V. NEIN

Costruiamo r citando un prole =

alimento diagonale ( dovuto al

matematico Cantor) :

✓ ÷ 0
, rovinar , re, - . .

.

g. = { 5 te bii # 5
jen

6 te bjj = 5

⇒ • ri # bii VIEN

• re [ 0,1T



# (a) = 0
,④ boa bar ho

] bol
,
boy - -

-

1111 = 0
, bio ④ barba

,
b
,

bar .
.

. -

114 =
0
, bio ba , ④ ba , ba , bar .

.
. -

%: : :/::p: :: ÷: :c: : :- -
- = . ! ! ! " :

v v

✓ = 0
, ro ta ti r

, re
,

-
. . .

⇒ rffln ) V-nc.IN

Quindi f : IN- [ 0,1T

non è svrietrira
.

Assurdo !



1 = 0,5

2,1 = 2,05



Pertanto
, [ 0,1 [ non è

numerabile
.

⇒

IR non è numerabile

IR è

"

noir. più grande
"

di 9 !

:

completando ④ ti ottiene
U

un insieme µ )
"

assai piùgrande
dell' insieme da cui ti è

partiti !



Quindi :

IINI - IZI - I le IIRI

11kt = cardinalati del

continuo



CARATTERIZZAZIONE di

e di Svp
-

:

¢ # AE IR

A inferiormente limitato

in = inf A
↳
⑤ m E un minor ante

In :[ ri! ! prende dei

( iv. neri ! ! :*.
# in> Come si

simboli che
"

m è il

più grande dei minorati
" !



- -¥ . .

in Mtf

⑦ m è il più grande dei

minorati(
f. sei :S > o mxs non è un

minorate

4
-

mail è un minorenne

§ Karenina =

=
Jae -1 : mxf > 2

( acinxs )

> ⑦ ⇒ VI > o : Iaea

ha mxs



Quindi :

⑦ VAEA : me 2
menta ⇒⑦ is: ?

t

Procediamo in modo analogo per

il svpt .

M - svp A → ⑦ M è un maggiorente
di A

÷ : %:c:: .

⑦ ttaet : as M



M- S a
- -

-4in
- -

⑤ M è il più piccolo
dei maggioranti di A

(
v.↳ o : M - s non è un

maggiorente di A

-

tffso : M - t è un maggior sorte di A

c-
Vane A : as M - s

(
area : a > M - s

( M - se a)



M = svp A ⇐ ⑦ tre A : a EM

¥ " ? : "



VALORE ASSOLUTO :
-

DEF
.
:
=

ae IR

1 al :-. max fa , - a }

EI:

171 = max { 7 , -7 } = 7

1- il = max 1 -2 , - fi ) } =
= ma × f- 2 , 2 } = 2

10 ) = max 10 ,
-0 } = ma x lo } = 0



Proprieta

② lalzo

( Infatti : te
= 270

Iale maxta ,
- a }
/

! = - aso )

② I - a) =/ al i lato # 2=0

DI : ( esercizio )



③ - tal e a e tal

"

| al = max fa ,
- a } z - 2

(
.ae tal

(
a = - tal



④ la - b) = la / + Ibl

( disuguaglianza triangolare )

DIM .

:

2 E / al

b E / b)
⇒ atto E la / + Ibi

2 = - / al

b z - / b)
⇒ " + b = - ( la / + Ibl )

I
- fatto / stai / b. 1

Quindi :

tal -1lb / = in > ✗ { axb , - Iatb ) }
"

la -111



⑤ Ital - Ibl / =/ a- bl

⑥ la / ÉB ⇐ -1%1=4
lbzo )

DLM .

:

Max { 2 , -2} =/ al = b

asb - 2=1

t

a = - b



( bzo )

⑦ tal'Éb ⇐ aÉb va b

II. :

ma ✗ { a , -2} =/ 21 = b

%.tn
.

azb -2=1

I
at - b



:

②
1 si _ tratta 7

equivale a : ( interna .

delle ioluz
. )

×

'

- Inaf < 7

{ si -9×+7 > - t

( Risp .

: 0 - no 2 v 7- ne 9 )



②
I :# si

equivale a

III. - i ① II. sa
in

unione delle soluzioni




