
30 Settembre 2021



ELEMENTI DI CALCOLO COMBINATORIO :

Fattoriale di un numero !

IN = { 91,2 , 3
,
4,5 , 6

.
. . }

ne /N

! :-p :
" -

" " "

; ; ;
"

t

Fattoriale di n

Eiemgei :

01=1 1 ! =L 21=1-1--2

3 ! - 6 4 ! - 24

vi. = vi. 4-11 !



DONIDA :

In quanti modi si possono

disporre in elementi ! ( PERMUTAZIONI )

EE : n !

Emilio :

A- =L a , b } /
" "

2 non

\
ba

2 ! =L

D= / a. ↳ ,} /
" " ' i acb }

6

b a c ; b c a MODI

C 2 b ; c b a

3 ! - 6



OE-t-FENTENM-i.meIN
,
me IN : men

| :)
& " neo )

nè =n-ln-hr-m-jh-m-4-mY.in!

Dunque :

I:/ ⇒ I :) = "

( il è
=: = '



! =

,
= = : "

(F) =É÷ = = :¥ = "

LÉNA :

siano n
,
me IN : men

_

A partire da n elementi
, quanti

sottoinsiemi di nn elementi si

possono creare ! ( COMBINAZIONI )

EE : ( :)

( ti ricordi che in un insieme

l' ordine degli elementi e-i)



in = 3 un = 1

1
a. b. c { a} , { bl , lo } µ .

| ! / = "÷
.

- f- = }

h =L
,

in =L

2
,
b
,
c , d

{ zio } , { a. c } , { a. d} , { b. a } , / b , d}

{ c. d) 6 Sottoinsiemi

E) = = =
.



PIETA
'

: ( Ken )

②
f) =L:)

①
+1 :| -- (

"

:)

DII :

② Tale proprieta
'

afferma un

fatto banale :

il numero di sottoinsiemi di K elementi

è uguale al

numero di sottoinsiemi di 4-K elementi



ii-i.i.iir.cz
.

K elementi n - K elementi

Ad ogni sottoinsieme di K elementi

corrisponde un sottoinsieme di n - K

elementi
, per cui il loro numero

e- yuan !



② Prova algebrica :

H-nt-n-YI-ntest-tiin.rs/.-=( ! )

ù :

f) =
→

I :D - (7) = !÷?



②
E.) +1 :/ =

= CNÌIÌTTT +
"!_

=

(n - K) ! K !

= + =

(h- K -11) . (n - K) ! (K- 1) ! (n - K) ! K . ( K - 11 !

=

(n - rit ! ( ri - a) ! ( NÈ + ÷ ) =

=

(n - K ) ! ( K - a) !
' =

In - K -11 ) . K

h ! . ( n -111
=

!È»
=
h-
(4+1) - K) ! . K !



= ⇒ (
" +1 )(4+1) - K) ! . K ! K

c. v. d
. ②

ti è così provato che :

4:/ +1 :/ =p:)



ti è così provato che :

la:/ +1 :/ =/
"+4
K

Ezio :

h =L
,

K - 2

4:/ +1 :/ =

= (4) + (E) = + Ì =

= 4- + Y_ = 4+6=10

}
(4) =L :/ = , = = "



PROVA COMBINATORIA :

1=41+4:)
t

numero di sottoinsiemi A

di K elementi da un

insieme Udi n -11 elementi

no µ

ti
Xp ✗

~
×
}

✗

4
-

. - - - - -

-
-

, Xu

I sottoinsiemi A sono di

due tipi :



t¥ : ×
.
E A

÷
i-a.i.i.i.im

# insiemi di I tipo : (I , )

I tipo : ✗
• ¢ A

n.riei.i.iri.it

# insiemi del II tipo : (f)



Dunque :

*tl:/ + I:|



IL BINOMIO DI NEWTON

DAL PUNTO DI VISTA

COMBINATORIO :

come si calcola il binomio :

( aib )
"

=
!

( a -1 b)
'

= a
'

-1221 + Ì

( aib )
'

= a

>

+ sito + Sab
'

-1
I

lati /
"
= . . . .

!



Cerchiamo di ottenere là formula

generale che esprime ( a -1 ! )
"

usando l' analisi combinatoria
-

( + b )
"

= somma di monomi

della forma :

m .
zkb '

IE :

Capire come
" è fatta

"

la

parte letterale a

" I
-

Erasto :

Capire come si calcolano

i coefficienti m di a

"

}
'

.



" ° "

,

n = 2 :

"" " "



h =L :

la + b)
'

= / axb ) . ( a + b)

i. i

b
'

= a:b
'

a :b
'

, a
'

- b
'

,
a :b
'

Quindi :

( un' = . .

! a:b
'

+
.

? i. ti -1
.

? :b
'



h = 3

"

2,3
" YÈ

.

a
}

. b
'

i.
"

I

ii. Ì
,

a:b
'

,
a:b
'

,
a:b

'



(a+ b)
'

=

=
.

?
.

a:b
'

+
.

?
.
a:b
'
+

.

?
.

i. Ì+
.

!
.
i. i



"

È
i. :

b
"

È b
"

( a+ b)
"

=
?

. a

" Ì + ? ì I +
.

?
.

ai Ì +

+ !
.

ì I + ! à I



In generale :

°

? "-1 1 I n
-2

( a + b)
"

= .

?
-

a

"

- b +
. . .
a . b +

.
:
.
a -

bit
" - '

b
'

+
. . . .

+
! è b

" _ '

+
.
.

_

.

2
. . .

+

n -1! L '

lo+
. . .

àb
" "

-1
.

? si b +
. .

.

.

a

"

:

5 ? ? ?
( a + b) =

. . .

alibi
.
. .

al' b ' -1
. . . a

' Ì -1

+
.

! èl' +
.

! ùb
"

-1
.

! àbs



:

Determinazione dei coefficienti ( ? )
dei monomi

,n,!?
• . .
Il • f- 0,1 , - - . / h

Il coefficiente del monomio

a
" - "

b
"

rappresenta in quanti
modi si può ottenere il suddetto

monomio quando si svolge il

prodotto

( + b)
"

=/adf.la -11) .

. . :( atto )
-

n - fattori



Ehi :

(2+1)
'

, . . .

i. Ì

I II II

(2+1)
>

= ( zio ) . / aib ) . ( aib )

il monomio a
'

-

Ì si puo

'

ottenere

solo selezionando 2 da un unico

fattore scelto fra I , II , TI

/ e lo dai rimanenti fattori )



L' insieme delle posizioni possibili
di 2 : II , # , # }

I II II

(2+1)
>

=/z-ibl.ci- b) • ( aib )

{ I }
§

⇐"

Hla-b
'

I modi possibili sono

(f) = }



(2+1)
'

, . . .

i. Ì

I II II

(2+1)
>

= ( zio ) . / axb ) . ( axb )

2 1

il monomio a. b si puo

'

ottenere

solo selezionando 2 da 2 diversi

fattori scelti fra I , II , TI

/ e lo dai rimanenti fattori )

posizioni totali { I , E , #}

Scelte
✓ orribili :

{ III ) , { I. E } , { II. II )



{ I , è , ti }

I II II

(2+1)
>

= ( zio ) . / axb ) . ( aib )

⑦ , II. Il✗⑦
,

È { I / E}

④
.

Èb II. ☒ 1

I modi possibili sono

( ? / = = }



(2+1)
'

, . . .

i. I

I II II

(2+1)
>

= ( zio ) . / axb ) . ( axb )

il monomio a

'
_

Ì si pui ottenere

solo selezionando 2 da tutti e

tre i fattori I , I , II.

posizioni totali { I , E , #}

suite
✓ orribili :

{ I , E , e}



I II II

(2+1)
>

= ( zio ) . / aib ) . ( aib )

⑦
.

¥
è - a:b

.

I modi possibili = 1

( 31=1



(2+1)
'

, . . .

i. Ì

I II II

(2+1)
>

= ( zio ) . / axb ) . ( axb )

il monomio I. Ì si pui ottenere

solo selezionando b da tutti e

tre i fattori I , I , III.

posizioni totali { I , E , #}

Scelte
✓ orribili per a :

¢



I II II

(2+1)
>

= ( zio ) . / aib ) . ( aib )

t.toa:b '
I modi possibili = I

(f) = 1



In conclusione :

la .is ):( 3) a
'

-
i. (f) a:b

'

-1

+ ( :/ a:b
'

-11 ! / a:b
'

Vediamo il ca.ro/a+b )
"

.

I monomi possibili sono :

a
"

,
iii. ìb

'

,
aib

'

, b
"



si' = a

"
-

Ì

I II II II

( zxb )
"

=/zxb ) . /a.+ b) ' (2+1)<(2+1)

II. * ,
#-)

a.
"
=
ai:b

'

I modi possibili sono

(E) = a



I. I { I , # ,
#
,
# }

'" "
"

= ,÷ÈÈÈÌaÈI
/
è
,
II

" " e :#÷÷!
÷
?

I
,
II
,
#

I modi possibili sono :

I :/ = =L
.



II , # , ,
# }

i. i

÷ :

"÷
I. I

%!!
II

,
TI àb

'

v v

I. E àti

I moti possibili sono :

E) = = :-< i



{ I. I , # , #}
a:b

'

I II II II

( aib )
"

=/zxb ) . /a.+ b) ' (2+1)<(2+1)

I

☒ È .

E a

☒ sii

I modi possibili sono :

( :) - 4



b
"

= a:b
"

I II II II

( a + b)
"

= (a + b) . /a.+ b) . (a+ b) . (a+ b)

V.←
¢

a:b
"

I modi sono :

(f) = a



D un q ✓
e :

la + io 1
"

= ( : ) a
" ti + (! ) a

' li +

+ |! ) è Ì + ( :) i Ì + ( ! ) i Ì



E :

la -1 ! )
"

è
,
a
" b
'

, a
'
b
'

,
àb

'

,
a
'
b
"

,
b
"

I II II E
5

(2+1)=(2+1) . /ai- b) • ( ab ) . fai- b) • (ai- b)

- - -
.

- r -



( a -1 b)
"

= (axb ) . / atto ) .

. . .

. / axb)

| n - K
K

. 2 . b

Il monomio È
"

. b
"

puo

'

essere

realizzato selezionando 2 da

n - K fattori ( at ! ) .
In quanti modi si può fare !

In:)



Quindi :

(← b)
"

=/
" ) a" -

ti + (n:) a
"?bin

+ (1) a
" :b

'

-1
. . . .

+

+ (1) a:b
"

:( :/ a:b
"

:(:) :b
"

n - K

(
"

. b
"

"

n - K ) a= È
"

( :) ← più semplice

da scrivere !

=
È
k=o
( %) a

" "

.

bk



FORMULA DEL BINOMIO DI NEWTON

1am )
"

-

- È
. (1) a

""

. }
"

scriviamo ora ( axb )
"

al variare di n :

la -141=1 ! / a -11 ! / b
lati :(Ha:(Hai -11 :/ ti

lavi:-( 'da:( Nails -11 :/ ab:| :p
'

i



"⇒

'

i
"

④ a-È :|:-. i14 = 2

"⇒

"

④ iii.È +ÈÌ: i
\ ! ! / \. ←

mi ④ a:(Hill! / il:(Hai !!
È

. . _
. -

_ -
.

.

Valgono :

4:14 ! ) = In ;)

(f) = a (f) = '



È facile ottenere i coefficienti
del binomio ( axb )

"

:

h =L 1 1

1%

4=1 1 2 1

* → t
h =3 1 3 3 I

1K¥14
h =L

,
1 4 6 4 I

ns s'ÈÈ " "È a

- -
- - - - .

- - -

-

( at b)
"

= 1. È -15 - rib -110 a
> Ì -110 àb

'

+ 5- ab
"

-11 . È



Lo schema :

1 1

1 I 1

1 3 3 1

14 6 41

15 10 Io 5 1

16 15 10 II 6 1

le
- _ .

- - - -
r - - _ .

prende storicamente il nome

di TRIANGOLO DI TARTAGLIA

- @ - da _



ILTEORt-MAITAGR.li.

c'
= a:b

"

Perchè vale il teorema

di Pitagora ?



a



:
ABCD è un quadrato

Area / Arcis ) = (axb )
"



Z • F

a

b

A E b B

HÌE = EIÌF = FÌG = GIÌH
sono triangoli rettangoli conyr .

te = C
,

= C
, FT =L

,
GH'=L

⇒
HEFG è un quadrilatero
con i lati congruenti



" "

2. • Fti:| a
.A

Quanto misura l' angolo HÈF ?

Il triangolo HÀB è rettangolo
in À

= 90°

⇒ a -113 + À =
180°

=) 2-1/3 = 90
'

✗ = & ⇒ 13+8 =p -12=900



"
"

.2.
c

H .
a

A

b -18 = 90°
,

HÈF = !

HÈF -1 p -18=180
'

⇒ HÈF
= 180

'
- (p -181=180

' -900=900

Analogamente :

EÈG = fin = GTÌE = 90°



2

a

b

a a E b 13

NEFF è un quadrilatero con

i lati e gli angoli congruenti

⇒ HEFG è un quadrato



"

t.TT!
Z

"

b

A E b 13

Area ( AMD ) = 4 . Area /HÈ ) -1
+ Area ( HEFG) =

= 4 . 2¥ +
è

= Iab + e
'



£
c

a

A E b B

Area
. / ARCD ) = / a :-b )

"

"

2 ab + è



Iab -1 c' = la -1h )
"

* c' = a:b:*

⇒
c' = àxb

'

T
.

Di PITAGORA

ieri :

Da quale proprieta
'

- e. metrica

dipende la validita
'

del

teorema di Pitagora ?



Z • F

'

a

1-

+ xp + À
= 180°

La somma degli angoli interni

di un triangolo è un

singolo piatto 1180 ' )



# POSTULATO DI EUCLIDE :

" per una retta r e un

punto P passa una e

una sola vetta ad erra

parallela

H
La somma degli angoli
interni di

un triangolo
è un angolo piatto



Nelle geometrie NON euclidee

non vale il II POSTULATO
,

e il teorema di Pitagora è

in generale Jairo ! !



LIINIIEMEDÉI

NUMERi-R.tn/Q :

- ! -1
, È E

Donnina :

esistono tanti numeri razionali

quanti sono i punti della

retta ?

Equivalentemente ,
c' è una

funzione biunivoca fra ① e

i punti di una retta ?

La risposta e- NO !



Gaza

questo punto

corrisponde

al numero V2

DOMANI :

t e ④ ?



teorema :

t ¢ Q

-
( PER ASSURDO )DIM .

Assumiamo che te ④ -

Dunque :

7 m , ne µ :

ri -
- E

Possiamo supporre che la

frazione f- sia ridotta ai

minimi termini
,
cioè :

M
-

C. D. (min ) = 1



f- =
ti ⇒ È =L

⇒n
⇒ m' è pari

( da ciò che si è visto

in precedenza )

è un
.

Quindi : ] nn
,
E IN : m - 2- ma

> f. m )
"

= 1. n
'

1

4. m
,

"

= 2 -

n
'

l - Ma' = n

'



n'
=

2- mi

⇒ n' è pari

=> n è pari

si è così provato che

m
,
n sono pari

=)
2 è un fattore
comune di m e n

Assurdo ! M.c.D.fm/nl--1



aorta

'

:

ci sono altri
"

punti
"

che

non corrispondono a numeri

razionali !

si



LEENA :

/ ia pe IN un numero primo

⇒ te 0

DI :
li procede in modo del tutto

analogo al caro p =L precedente _

Per assurdo :

] m
,
n E IN :

F- ÷

M.C.D.fm/nI-- 1



t= In ⇒ p = :-[

n' -

p = m
'

% : I fattori primi di m
'

sono

esattamente tutti e soli(i papponi ai m
.

>

p è un fattore
prima di m

'

→ p è un fattore di m

- -
. . . . ( per esercizio )



Quindi :

ti ¢-0
, Ff 0 , F- ¢0

F- ¢ ☒
,

.
.

.

Quanti sono i numeri

primi !



TEI : ( Euclide )
I numeri primi sono infiniti .

DLM .
( PER Assurdo )

turroni amo che siano finiti _
Elenchi anali in ordine crescente :

(a) p , < p
,

< p
,

< p ,
<

. _ _
<

pn

Formiamo il numero :

vii.= pipi . . . . pn + 1

m produce un

'

adornato !

Infatti :



m > pn ⇒ un

none-prip.int
p
,

è il più

grande dei numeri primi

D' altra parte :

m non è divisibile per

nessuno dei numeri

primi p
,
i P

,
i

- -
-

, pn

Infatti :
sé

,
ad esempio , mi fotte

di visibile
per p, ,

allora :

] m '
c- IN :

m

'
. p
,
= in = papa

-
-

pn -11



] m '
e IN :

m

'
. p
,
= in = papa

-
-

pn + I

= )

m
'

- p
,
-

papi . .
- pn = 1

p, ( m'

- p
,

- p
,

-

. _

-

pn ) = 1

⇒
µ,
= 1 FALSO ! !

Quindi m non
e- divisibile

per p ,
-



Analogamente si prova che

m NON è divisibile per

ra / Il / P
,
i - - -

, pn

⇒

me-pr.IM
> nn non può essere

simultaneamente

prima e non prima !

⇒ I numeri primi
sono infiniti



I numeri primi sono infiniti ,

> { Tp ) p numero primo }
è infinito e corrisponde

a punti sulla retta che

non corrispondono a neston

numero razionale

Tirir TE A te
. . .

.

In realta
'

si può provare

molto di pii !




