1 Derivate parziale

Def: A CR? aperto, f: A—R, (Z,7) €A

Poniamo of A o) — FE.7)
Y — — _ 1 T+ ,? — fﬁ?
e
Se i due limiti esistono (finiti), diciamo che f & derivabile parziamente in
(@,7).
Poniamo

gradiente di f

Pit in generale, se A C R", f: A - R" T = (T1,T2,...,Zpn) € A e
j€{l,...,n}, e1,...,e, basi canoniche in R™
Poniamo 5 o .
OF ) _ i HThey) — (@)

or h—0 h

(anche 0; f(Z)). Derivate parziali rispetto x;

2 Derivabilita e continuita

Ci chiediamo se l'esitenza della derivate parziali implichino la continuita. La
risposta € negativa grazie al segiente esempio

ES f:R* =R, f(z,y) = {0+;6 (xsz;iy()ot)(oﬁ)
1. 30, £(0,0),0,£(0,0)

2. f & discontinua in (0,0)

verifica di 1

— 1 f(h,O)*f(0,0)i . hgj_%z—o . 0
0:1(0,0) = }lllg%’ h B }1113%) h h—0 h

Analogamente 9, f(0,0) =0

Verifica di 2 Usiamo la definizione “per sucessioni”: troviamo, segliendo
(xmyn) = (%a 711) - (070)

1
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Dunque f non & continua in (0, 0)



3 Differenziabilita
Ricordiamo che f: R — R ¢ derivabile in T con derivata f’(Z) se e solo se
f@+h) = f@) + f(@)h+o(h)

dove il resto o(h) soddisfa

equivalente

Ve > 030 >0 t.c

O(hh)‘ <e VYhe]-46,0]

3.1 Definizione di ”o piccolo” in R?

Def Sia A CR™ un insieme aperto contenete (0,0)
Siag: ACResiap>0.
Si scrive g(h, k) = o(||(h, k)||) per (h,k) — (0,0) se vale
(

Ve > 036 > 0 t.c

‘ <e V(h,k) e AN B((0,0),0)

Esempi:
g(h,k) = hk = o(|(h,k)|) per (h,k) — (0,0)

g(h, k) = \JIR]'/2 = o(|(h, k)|) = o(1)

g(h. k) = h?k +k* = o|(h, k)|*)  (h, k) — (0,0)

3.2 Def. funzione differenziabile
ACR? f: A— R, (7,7) € A (A aperto) Si dice che f ¢ differenziabile in
(@,7) se

1. 30, f(7,7),0,f(@,y) €R

2. Y(h,k) t.c (T,9) + (h, k) € A vale lo sviluppo:

(@ y)+(h, k) = f(@,9)+(V(@,5), (h, k))+o(|(h, k)])  per (h,k) — (0,0)

Osservazione: [ differenziabile in (Z,7) € A = f continua in (T, 7). Basta
osservare che V(hy, k,) — (0,0) risulta
n—oo

f@9) + (hns kn)) = F(7,9) = (V@ 7), (7, k) + 0| (A kn)])
Nelle coordinate (T + h, 7 + k) = (x,y) € A si scrive:

f(xvy) = f(f7y) + <Vf(f,g), (:C*f7y7y)> +O(|(l‘7§7y7y)‘) (Iay) - (ja?>
Da questa formula emerge
Tl('ray) = f(fvy) + <Vf(f,?), (I’ 7551/ - y)>

T; = Polinomio di Taylor del primo ordine con punto iniziale (Z,7)
Infine {(z,y,2) € R® | 2 = Ty(z,y)} ¢ il piano tangente al grafico di f in
@y, f(@,79)).



3.3 Teorema della differenziabilita

Se f & C! su A € R?, A aperto, allora V(Z,7) € A f & differenziabile.

3.3.1 Lemma preliminare
Se f: A— Re&C!sull'aperto A CR2, V(7,7) € A, Vh,k € R
Tali che (T + h,7), (T, 7+ k) € A, esistono 0y, 63 €]0, 1] tali che
f@+hy) = [(Z,Y) =0 f(T+06:h7) e
f@y+h) = f&7) =0,f(Z,7+ 02k)
Dim di 1  Per semplicita 4 = R2.

Considero la funzione g : R — R, ¢g(t) = f(t,7)
Si verifica che g € derivabile e vale

g(t) =0,f(t,h) VteR

Ora uso Lagrange sull’intervallo di estemi T e T + h per la funzione g. —
360, €]0,1] tale che g(T + h) — g(T) = ¢'(T + 61, h)h Trascrivendo in termini di
f, si trova

f(f_‘_ hv?) - g(f,@) = 8acf(§+ thay)h

Dim 2 ¢ analoga

3.3.2 Dimostrazione del teorema sulla differenziabilita
Per semplicita A = R?, f : R? — R classe C! e (7,7) € R%. Per (h, k) € R?
vale
f@+h,y+k)=f(2,Y) = [f@+h, y+k) = f (@+h, Y+ (@+h, ) - (Z,7)] := (1)+(2)
Grazie al lemma precendente 361,65 €]0, 1] tali che

L. =0y f(Z+ h,7 + 01k)k

2. =0, f(T + O2h,G)h
Per concludere, basta mostrare che per (h, k) — (0,0)

L. =0, f(z, )k + o(|(h, k)])

2. = 0, f(7. 7k +ol|(h K))
In altri termini basta vedere che (qualizziamo (2), ad esempio) Ve > 0 35 > 0
tali che

|8acf(u7'u) — aﬂ:f(j? y)l <e
|(h, k)]

Siccome 9, f & continua, Ve > 0 3 > 0 tali che

|02 f (u,0) = 0o f(T, )| <& V(u,v) € B((Z,7),0)
Con questa scelta di § , usando ‘W‘ < 1, abbiamo

perché (T + 02h7y) € B((Ea y)v f) v02 6]07 1[) V(hv k) € B((O, 0)7 5)
L’analisi del termine (1) si svolge in modo analogo

V(h, k) # (0,0) |(h, k) <¢



