1 Somma di Reimann

Dato [a,b] C R, fissaton € N

poniamo h = b_Ta e

r9o=a, xr1=a+h, ro=a+2h,..., xr, =a—+nh
Vk € {1,...,n} fissiamo & € [zy — 1, z]
Sia f continua su [a, b]. Poniamo

5. =3 feh = sz@k)b ¢

n
k=1

S,, = somma di Riemann n-esima
Nota S, dipende dalla scelta di &1, ...,&, , che & arbitraria
Osservazione a=0b0= 5, =0Vn

Osservazione Vz € [a,b]. f(z) = ¢ = S, = ¢(b — a) Dunque (Sp)nen €
costante , in questi casi

1.1 Teorema

f continuia in [a,b]. Allora 3lim S,, finito t.c limite ** dipende dalla n — +o0
sulla retta dei punti &1,...,&, fatta nella costurzuone sopra

Si scrive , ,
ngr}rlocSn:/a f(x)dif:/a f

e si dice che f ¢ integrabile

Osservazione dalle precedenti osservazioni si deduce
I f@)dz=0e
f; cdz = c(b— a)

Osservazione Esistono funzioni discontinue per cui 3 lim,,_,o Sy, oppure dipende
dalla scelta dei punti &1, ..., &, fatta ad ogni passo

Osservazione Se f ha un numero finito di punti di discontinuita (con salto
finito) allora f & integrabile.

2 Proprieta dell’integrale

1. Linearita: f,g continue su [a,b], A\, u € R
Allora A\ f + pg ¢ integrabile e vale

/ab[/\f+ug]=>\/abf+u/abg



2. Additivita: f: R — Rintegrabile

Allora Va,b,c € R vale
b c b
[o=[1+]1

3. Monotomia: f,g continue su [a, b]

b b
Vxe[a,b]f(x)gg(z)é/fg/g cona<b

Va,b/abfz—/baf

3 Teorema della media integrale

4. Convenzione:

f continua su [a, b], allora 3¢ € [a,b] t.c

b
o [ fws = fe)

Dimostazione: Siano z( e 1 punti di minimo e massimo assoluti (Wiestrass).

Allora

b b b
Vo € a.8]f(a0) < @) < f) = [ flaodo < [ fa)in < [ s

f(@o)(b—a) f(@1)(b—a)
Divido per b — a e trovo

b
flao) < = [ faldo < fla)

Per il teorema dei valori intermedi applicato a f,

1

b
e ¢ [a,b] e f(c) = b_a/ F(@)dz < f(z)

4 La primitiva di una funzione

4.1 Definizione

f :]a,b[= R. F : Ja,b|— R si dice primidiva di f su ]a,b[ se vale F'(z) =
f(x) Vz €la, b

Osservazione: Se F ¢ la primitiva di f su Ja,b],
allora H :]a,b[— R, H(z) = F(z) + C & primitiva di f Vc € R

Osservazione personale: Le primitive di una funzione f sono infinite, e sono
tutte quelle che assumono una forma riconducibile a F(x)4C, dove ‘C’ & un
valore scalare



4.2 Proposizione:

siano F e G primitive di f su Ja,b[. Allora

JdkeR: F(z)—G(z) =k Vz€la,b]

Dimostazione: usiamo H :)a,b[— R, H(z) = F(z) — G(z). Vale H'(z) =
0Vz €la, b] e dunque H & costante su ]a, b]

Osservazione: La proposizione ¢ valida purché si lavori su un intervallo ]a, b]

5 Funzioni integrali

5.1 Definizione

data f : ]ag,ag[— R continua e ¢ € R
definiamo

1.
-

(Funzione integrale di punto base c)

 Jao, bo[— R, I(z) = / F(t)at

5.2 Proprieta di I,
1. I.(¢) =0

2. Dati cq,co E]ao,bo[»

C2
I, (z) — I, (z) = / fit)dt = 1., — I.,¢& costante
(&1

5.3 Teorema fondametale del calcolo integrale
Sia f continua su ]ag, byl sia ¢ €]ag, bo|

Allora Vx €]ag, bo[ vale IL(z) = f(x)

Dimostazione: Bisogna trovare

lim I(x+h)—1I.(z)
h—0 h

= f(x)

Va €lag, bp[ Guardiamo il limite destro;
dunque dobbiamo provare che Vh,, — 0%

I(x 4+ hp) — I.(x)

hy, n—+o0

To(o + ) = (o) = [ Ty / f= / i

Per teorema della media integrale

h,, > 0Vn vale

f(z)

Si scrive

x+hy,
Jey, € [x1,2 4 hy) tc hi/ f@®)dt = f(cn).

Poiché f & continua e ¢, — x, si ottiene f(c,) = f(x). ged



5.4 Teorema fondametale del calcolo 2 o Formula di Tor-
ricelli

Se f & continua su Jag, bo[ e se F & primitiva di f su ]ag, b[ allora Va,b €]ag, by[
vale:

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a)

Dimostazione: Sia ¢ €]ag, bo[
I. e F sono le primitive di f si Jag, bol[.
Per il teorema di caratterizzatione delle primitive

Jk e R t.c F(x) = I.(x) + kVx €]ag, bo|
Dunque
b a b
FO) - F(0) = 10) + k- L@+ b= L)~ Lla) = [ 1= [ 1= [ f)as

qed



